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Vorwort. 

Die Berichjie der Mathematiscli-physischeii Klasse der Eönigl. Sächsi- 
schen Gesellschaft der Wissenschaften vom 6. Juli und 7. Dezember 1903^ 
sowie vom 29. Februar und 5. Dezember 1904, vom i. Mai und 4. Dezember 
1905, vom 26. Februar, 23. Juli und 29. Oktober 1906, endlich vom 17. Juni 
1907 enthalten eine Reihe von Aufsätzen, welche großenteils bearbeitet 
worden sind auf Orund älterer Yorlesungsaufzeichnungen zu den Vorträgen 
des Verfassers über höhere Algebra, resp. die Theorie der ganzen Funk- 
tionen. Unter Hinzufügung einiger Ergänzungen dürfte es nicht unzweck- 
mäßig erscheinen, diese ,yBeüräge ewr Theorie der linearen Transfortnationen, 
ais Einleitfmg in die algebraische InvaHawtenfheorief^ im Zusammenhange 
zu veröffentlichen, um jüngeren Mathematikern den Zugang zu einer in 
den letzten Dezennien zu immer größerer Tragweite erwachsenen Disziplin 
zu erleichtem. 

£s sollen also die hauptsächlichsten Eigenschaften der linearen Sub- 
stitutionen, nebst Anwendungen auf die Invariantentheorie der ganzen 
Funktionen, die Auflösung algebraischer Gleichungen und die Reduktion 
elliptischer Differentiale entwickelt werden. Der Verfasser ist dabei weniger 
von der Absicht ausgegangen, noch unbekannte Sätze oder neue Methoden 
abzuleiten, sondern wünscht vornehmlich durch die gegebene Darstellung 
das wissenschaftliche Interesse des Lesers für die betreffenden Gebiete zu 
wecken und ihm zu einem eingehenderen Studium den Weg zu bahnen. 
Immerhin glaubt er hoffen zu dürfen, daß trotz des vielfach elementaren 
Charakters die Arbeit nicht ohne Interesse auch für den erfahrenen Mathe- 
matiker sein werde. Der Beurteilung der Fachmänner muß es überlassen 
bleiben, ob die Vermeidung der symbolischen Methoden, sowie der homo- 
genen Formen, zur Erleichterung des Verständnisses für den Anfänger 

beizutragen geeignet sein möchte. 

1* 



4 Vorwort. 

Im Übrigen dürfte die Beherrschung des behandelten Stoffes auf 
Seiten des Studierenden ein gewisses Maß yon Ausdauer und rechnerischer 
Gewandtheit in Anspruch nehmen. Den Anhang bilden einige Exkurse 
über Ereisverwandtschaft; über die sogenannte Tschirnhaus-Transforma- 
tion; sowie über die Auflösung der Ikosaedergleichung und die lineare 
Transformation der elliptischen Funktionen. Wo es für die weitere Orien- 
tierung des Lesers dienlich sein konnte, sind eingehende historische Nach- 
Weisungen hinzugefügt worden. 



Beiträge zur Theorie der linearen Transformationen, als Ein- 
leitung in die algebraische Invariantentheorie. 



I« Die lineare Transformation ganzer Funktionen. 

I. 

Das der neueren Zeit angehörige Studium der invarianten Eigeu- 
schaften der Funktionen ist rasch von hervorragender Wichtigkeit für 
Analysis und Geometrie geworden. Gleichwohl sind verwandte Betrach- 
tungen den Mathematikern längst gelaufig gewesen Man kann z. B. die 
Aufgabe der Integralrechnung als ein Problem der Invariantentheorie 
definieren^ denn ein System Differentialgleichungen integrieren heißt nichts 
anderes, als diejenigen Funktionen aufsuchen, welche konstant, also in- 
variant bleiben, während die Yariabeln sich den Bedingungen der Aufgabe 
gemäß beliebig ändern dürfen. 

SoUen z. B. gegebenenfalls die Differentialgleichungen erfüllt werden: 

dx: dy i dz ^ x{y^ - z^) :y{z^— x^) :z(x^—y^) , 

so bleiben zwei voneinander unabhängige Funktionen 

xyz und x^+y^-hz^ 

invariant, welche Werte die Yariabeln xyz auch sonst annehmen mögen. 
Wenn die Differentialrechnung sich mit den Gesetzen der Veränderlichkeit 
beschäftigt, so hat im Gegensatz hierzu die Integralrechnung zu unter- 
suchen, was inmitten dieser Variabilität unveränderlich bleibt. 

Analoge Probleme bieten sich auf elementarerem Gebiete in der Theorie 
der ganzen Funktionen, z. B. bei ihrer linearen Transformation: man kann 
fragen, was bei der dadurch bedingten Veränderung konstant bleibt. Geo- 
metrisch liefert die Transformation der Koordinaten invariante Ausdrücke 
fär die orthogonale Substitution, wenn man bedenkt, daß die Werte 

r*=a?*+y*+ jp* oder rr^ cos q>^ xx^ + yy^-h zz^ 

unabhängig sind von der Sichtung des zu Grunde liegenden Koordinaten- 
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Systems, ebenso wie die bekannten Formeln 

^^^-^ {yjs^- 0»^)^+ (ex^- xg^)^-h (xy^- yx^)\ 



und 



(>n^Sx{yiZ^-eiy^) = 



X 


y 


e 


«1 


Vi 


«1 


«» 


Vi 


«» 



Diese Ausdrücke bleiben demnach invariant; wenn man die Koordinaten 
xyz . , , durch lineare Ausdrücke von der Form 

ax + hy + cz, a'x + 6'y + c'z , a'x + h"y + c'z, . . . 

ersetzt; wobei die neun Koeffizienten den bekannten Bedingungen der 
orthogonalen Substitution 

a*+6*+c*=i, aa'4- &6'+cc'=o usw. 
unterworfen sind. 

Als die ersten^ welche in den Jahren 1841 — 45 auf die Wichtigkeit 
der einschlagenden Transformationssatze hingewiesen haben ^ sind neben 
den Engländern Boole und Gayley^ die Deutschen Eisenstein und 
Hesse zu nennen.^) In Betreff des weiteren Ausbaues namentlich der 
algebraischen Invariantentheorie mögen hier nur die Namen Gayley, 
Hermite, Aronhold*), Sylvester, Clebsch, Gordan, Brioschi . . 
angeführt werden, um das Interesse zu bezeichnen, welches die hervor- 
ragendsten Mathematiker dem Gegenstande gewidmet haben. Auch an 
zusammenfassenden Lehrbüchern fehlt es nicht, wie von Clebsch, Salmon- 
Fiedler, Faä di Bruno-Noether, Gordan-Kerschensteiner u.a. In 
den letzten Dezennien aber hat die allgemeine Invariantentheorie auf den 
verschiedensten Gebieten Anwendung und ungeahnte Ausdehnung gefunden. 



i) Boole, Besearches on ihe theory of analyiical Transformatione. Cambridge 
Mathem. Journal Bd. II, 1841. — Boole, Exposition of a general theory of linear 
transformations (Bd. DI u. IV, 1843). — Cayley, On the theory of linear transformd- 
tions (ibid. Bd. IV, 1845). — Cayley, Sur deux formules donnees par Mss. Eisen- 
stein et Hesse {Grelles Jowrnal Bd. 29, S. 54). — EiBenstein, Allgemeine Auflösung 
der Gleichungen von den vier ersten Crraden (prelle Bd. 27, S. 8r, 1844). Über eine merk- 
würdige identische Gleichung (S. 105). Über Ausdrücke^ welche bei der Auflösung der 
kubischen Gleichungen erscheinen (S. 319). — Hesse, Über die Elimination der Varia- 
bein aus drei algebraischen Gleichungen (Crdle Bd. 28, S. 68, 1844). 

2) Für die Invariantentheorie der ganzen homogenen Funktionen dürfen wir die 
Abhandlung von Aronhold, Über eine futidamentaie Begründung der Invarianten- 
theorie {Grelles Journal Bd. 62, S. 281—345) als besonders wichtig bezeichnen, denn 
obgleich Aronhold' s Untersuchungen 40 — 50 Jahre zurückliegen, so sind sie doch 
in ihren Folgerungen noch keineswegs erschöpft worden. 



I. Die lineare TranBfoimatioii ganzer Funktionen. 



2. 

Bevor wir uns zur element^en Darstellung einiger Fundamentalsatze 
der Invariantentheorie wenden, wollen wir noch an einige Eigenschaften 
der linearen Transformationen erinnern, auf welche schon Möbius seine 
Theorie der kollinearen^ der affinen und der Ereisverwandtschaft 
gerundet hat. 

Bei der koUinemren Substitution 

entspricht jedem Punkte xy der Ebene ein zugeordneter oder koUinear 
verwandter x'y'. Aus den Elementen der projektiven Geometrie ist die 
Invarianz des Möbius' sehen Doppelverhältnisses (rcUio bisectionalis) 
zwischen je vier in einer Geraden liegenden Punkten bekannt, wie auch 
leicht auf dem Wege der analytischen Rechnung gefunden wird. Wir 
schreiben zu diesem Behufs 

Ix^ax'+hy'^-c^ l^x^^ax'^ + hy'^^- c , 

gy -= a'a?'+ fc'y'+ c'j usw. , 

wo die Koeffizienten um einen beliebigen gemeinsamen Faktor unbestimmt 
bleiben. Setzt man femer 



A = 



a 


h 


c 


a' 


h' 


c' 


«0 


h 


Co 



A=h'e^-\e', B=\c-c^h, C=he'-eh', 

, Ä' = c'aQ — CqO', B' = c^a — aQC, C' = ca' — ac', 

A^-a'b^-a^b', B^^Offb-b^a , C^^ab'-ba', 



dann wird 

^x'^Äx +By +C , 

ry'-'Ä'x + B'y + C', 
i' = A^x + Boy + Ct, 

ViSW. 



A»= 



ABC 

A' B' C 

A ^0 Co 



ka =' S Cq — Bq C y 
Xb -^B^C -CoB, 



Wählt man nun in der beliebig gelegten a;- Achse die Punkte o, x^, x^ 
und Xy denen vermöge der kollinearen Substitution resp. die Punkte xl^y^^y 
x[y[^ x^y^ und x'y' entsprechen sollen, so liegen die letzteren nicht bloB 
sämtlich in der Geraden a'x'+b'y'-h c'= o, sondern ihr Doppelverhältnis 
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Iiat den Wert 

x^{x-Xi) £,a5|(£i-Sa;-|-6i«i) 



/ / / / • 

Xq ~"~ *^t •*' *"" l ' 



wie sich nach Elimination der Koordinaten y' ohne Schwierigkeit ergibt 
Wir können also sagen^ daß die Funktion 

Xfk '^~ mÄb X '~~ Xy 

eine Invariante der betreffenden kollinearen Substitution bedeutet. Da nun 
die gewählten Punkte in einer beliebigen Geraden liegen können^ so darf 
man allgemein das Doppelverhaltnis 

Po -P% P-Pi 
fQr je vier einer Geraden angehörige Punkte p^ p^ p^ und p als kollinear 
inyariant ansehen. Außerdem ist bekannt^ daß eine beliebige Vertauschung 
der Tier Punkte untereinander nur zu den sechs Werten 

ü 1 T> 1 P j P-l 

^7 p 7 ^- ^7 J— p 7 pIIi ^d -p- 

fBhrt, welche gleichzeitig invariant sind. 

Femer betrachten wir die lineare Substitution der affinen Verwandt- 
schaft: 

X =» ax' + 6y' + c , y = a'x + &'y' -f c', 

welche als ein spezieller Fall der kollinearen Substitution für $ » i er- 
scheint, und von der schon Möbius gezeigt hat, daß n^en dem Doppel- 
verhaltnis von je vier Punkten in einer Geraden auch die entsprechenden 
FlächenteUe oder Figuren ihrem Inhalte nach invariant bleiben. Wenig- 
stens ergibt sich dies^ wenn die Determinante aV — ha' =^± i ist, weil die 
Gleichung 

gilt^ sobald man den Eoordinatenursprung nach dem Nullpunkte verlegt, 

und weil der Inhalt jedes Flächenteils in Dreiecke von der Form — (^yi— y^i) 

zerfällt gedacht werden kann. Hat aV—ta einen von der Einheit ver- 
schiedenen Wert; so folgt statt der Gleichheit nur die Proportionalität 
der entsprechenden Figuren: den Fall aV —ha' ^o dürfen wir dabei aus- 

r 

schließen, weU alsdann = ccnst. sein würde, also die Punkte xy 

X ^~ c 

nur in einer bestimmten Geraden liegen könnten, während im Übrigen 
die Punkte x'y' ins Unendliche rücken« 



I. Die lineare Transformation ganzer Funktionen. 



3. 

« 

Von besonderem Interesse ist noch die Untersuchung der allgemeinen 
linearen Substitution von der Form 



apq H- 6p -f cg + d — o oder 1> •= - ^^ rr ; 2 = "" 



hp+d 



wenn die vorkommenden Großen beliebige komplexe Werte annehmen 
dürfen. Es ist leicht zu sehen^ daß für 

p^x + yij q^ x'-hy'i , a^a + a'i , 6 — /J + /S'i, usw. 

durch Zerfällung in den reellen und den imaginären Teil die Gleichungen 
hervorgehen: 

^x - r^y = - ya;' + y'y'- * , ^ = ax' - a'y'+ ß , 

ly -{-rix ^-y'x-yy'-d'y rj ^ ax+ ay' -h ß', 

l'x - ri'y =- ßx +ß'y -S j i' =^ax - ay + y , ^ 

l'y' ^nx ^-' ß'x - ßy -d'y rj'^ax+ay +y\ 

Für p '^ x + yi bezeichne p den Punkt xy. Sollen nun die beliebigen 
komplexen Punkte P'^Po,PifP% in die beliebigen Punkte ä[=°9o79i;& 
durch die lineare Substitution übergeführt werden^ so hat man 

« = ~7=r— oder Q = —i^ — 

^ Si>o(2i-3i)(«-3o) Sqo(Pt-Pt)ip-Po) 

ZU setzen y wobei 

Die Summen und Produkte beziehen sich auf die zyklische Vertauschimg 
der Indizes 012. Man verifiziert auch leicht die Formeln 

^ (Po -Pi) (Po -Pt) ( g, - gl) (g - g p) 
^ ^^ SPo(gi-gi)(g-go) ' 

oder 

^ (go - gl) ( go - gl) (P « -Pi) (P -Po) 
^ ^° Sgo(Pi-Pi)(P-Po) ' 

und durch Vertauschung der Indizes: 

^ (P o - Pi) (Pi - Pf) (go - g« ) (g - gl) 
^ ^^ SPo(gi-gt)(g-'go) ' 

und 

(Po-P>)(Pl-Pl) (go -gi)(g- g«) 
^ -^'"^ SPo(gi-gi)(g-ga) 



10 Algebraische Invariantentheorie. 

Durch Division erhält man sofort: 

Po-Pf "P-Pi 3o-3t 3-91 ' 
oder die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

iPi-Pi) (P-Po) ' (Pi-Po) (P-Pi) ' (Po-Pi) (P-Pi) = 



Die Funktion 



P0-P2 P — Pi 



ist folglich eine Invariante der allgemeinen linearen Substitution, und 
man darf jetzt die Invarianz der komplexen Doppelverhältnisse zwischen 
vier heutigen Punkten der Ebene in Anspruch nehmen. 

Die geometrische Bedeutung des Satzes in Bezug auf das zugehörige 
Viereck pPoPiP^ springt in die Augen: schreibt man 

P-Pt ' Po-P^ ^ ' 

so ist tp der der Seite p^p^ gegenüberstehende Winkel im Dreieck pPiP^ 
und (Pq der betreffende Winkel im Dreieck PoPiP^, während 



mithin wird 



PPi ' ® PoPt ' 



r 



Daraus folgt, daß der Wert von P reell ist, sobald die vier Punkte auf 
einem Kreise liegen, weil im Kreisviereck 9 » ^o ^i^'d. Diese Eigenschaft 
bleibt mithin den transformierten Vierecken erhalten und begründet die 
von Möbius eingeführte Kreisverwandtschaft. Dabei gelten gerade 
Linien als Kreise mit unendlichem Halbmesser. Übrigens heißt eine durch 
eine Gleichung von der Form Fip, 2) = o vermittelte Verwandtschaft 
konform, weil verwandte Figuren in den kleinsten Teilen ähnlich sind, 
so daß die entsprechenden Richtungen gleiche Winkel bilden. Denn aus 

BF . , dF . ^ . , . dq BF cF 

wo die rechte Seite nur von den Koordinaten der Punkte p und q ab- 
hängt. Beim Fortschreiten zu den Nachbarpunkten p-\-dp und p-^ dp 
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wird mithin -^- = -5^; oder wenn man zu den Moduln übergeht: 



dp 
dp 



dq 



womit die Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen erwiesen ist. 

Daß die Ereisverwandtschaft ans der linearen Substitution entspringt^ 
ergibt sich leicht auch auf folgendem direkten Wege. Wenn p und s 
beliebige komplexe Werte bedeuten ^ so ist 

r = mod {p — 8)^\p — s\ 

für variable p die Gleichung eines Kreises yom Halbmesser r und dem 
Mittelpunkte 5.*) Sei nun 

aq-hß 



p-s^ 



rq-\-^ 



eine beliebige lineare Substitution, so zeigt eine leichte Rechnung durch 
Identifizierung der Werte 

(aq + ß) {aq+ß') = (yq + d) {y'q'+d') r* 
und 

daß 

r\yq + d\^\aq + ß\ 

die Gleichung eines Kreises Q^lq — ^l wird; dessen Halbmesser 

~^^ und Mittelpunkt 6 = " f ~^ — ^ , 



Q = r 



* 9 ' 

yy r —aa 



yy 
WO die akzentuierten Größen die konjugierten Werte bezeichnen. 



I) Für eine Ellipse mit den Brennpunkten f und f^ und der großen Achse A 
wird analog 



während die Formel \f^fi\ — Äe die Exzentrizität liefert. Sei femer /'der Brenn- 
punkt, 8 der Scheitel und p ein Punkt einer Parabel mit dem Parameter a = 2\f—8\, 
80 erhält man 

ii>-»i»+4i/^-»r=[ii>-/'i+i/'-«i]'. 



Für p^x + yi, 8^0 und f^ — m geht die auf die Achse bezogene Scheitelgleichung 

der Parabel y*=:2mx hervor. Die Hyperbel endlich unterscheidet sich von der 
Ellipse nur durch das Vorzeichen von \p — f\, wenn fundp dem nämlichen Hyperbel- 
zweige angehören. 
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Soll der Kreis r^\p—s\ durch die Punkte P0P1P2 g^^^^y so hat man 



r = 



(Pi - Pi) iPt - Po) (Po - Pi) 



5 = 



SiPi-Pt)PoPi 



SiPi-Pt)Pi ' 8(Pi-Pt)Pi ' 

mithin auch 

_ ' (gi-gi)(g>-go)(go-gi) I ^_ S(gi-gi)gogo 






S(«i-«,)gJ I' S(3i-g,)go' 



' 9 



wenn fBr 

p =x-\-yiy q ^x -^y'iy 



/ • 



i> ^x-y%y q^x -y % 

gesetzt wird. Übrigens finden sich im nachfolgenden Anhang weitere 
Betrachtungen über Ej'eisyerwandtschaft, insbesondere über die sogenannte 
Transformation durch reziproke Radien. 



4. 
Nach vorstehendem Exkurse gehen wir über zur Ableitung der bei der 
linearen Transformation der ganzen Funktionen auftretenden Invarianten. 

Seien f und g ganze Funktionen m-ten resp. n-ten Grades von der Form 



n 



mit den Koeffizienten a und h und den Wurzeln x^ und y^, während 

^ m-i» — l...m — » + 1 

""* xTiTTTi 

den i-ten Binomialkoeffizienten von m bezeichnen soll. Führt man hier 
die lineare Substitution ein: 

mit der Substitutionsdeterminante 

so gilt natürlich auch hier der Satz von der Invarianz des Doppel- 
verhältnisses 

x — x^ x^ — x" _ l — V { q— g 

X--X" ' x,-x' " i'-i" ' \-i' 
wie sich am direktesten aus den Gleichungen 



> 
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-ergibt. Man kann dafür auch schreiben 

q\x^x'') = ^"(r- V) oder p"(a;' - a:") = cJ'd'- 5"), 
-wo die Bezeichnung leicht verständlich sein wird. 

Weiter folgt wegen (> = tfjS + ^j : 

und analog f&r <f » d — d^o: : 

ö^q)i^€^fXj <y*;f5 — €"(^a? nebst d| = « -5- • 

Hier bedeuten 

96 - «oS" + %fl4S«-^ ... und ;t5 = ^o5" + n^ftS"-^ . . . 
ganze Funktionen Ton S mit den Eoefßzienten a und ß. 

Sind die Koeffizienten a^ der Einheit gleich, so wird 

fx^ix-h i)"», folglich «^ = (d + *,)"•-'(*! + d,)', 
Auch kann man bemerken, daß gleichzeitig 

5 = 0, a; = y , (> = *s, ^ = /- 5 

8 8 

1=00, ^=-:^, Q^oo, ö^o, <y6--^, ^l'"*«- 

Da femer £ nicht yerschwindet — denn in diesem Falle würde x auf- 
hören yariabel zu sein — und die Koeffizienten d mit einem beliebigen 
Faktor multipliziert werden können, so darf man ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit £«±i annehmen, und könnte den Fall s^—i als schief 
igauche) bezeichnen, doch wollen wir vorläufig a willkürlich lassen. 

Bei der Differentiation der aufgestellten Gleichungen soll der i-te 
Differentialquotient 

/"W = m • I» - I . . . w - t + I • /J^, ^('^ = n • n - I . . . w - 1 + I - ^^D , 
asw. geschrieben werden, wodurch 
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mithin 

a„_^ geht aus a^ durch Vertauschung von 6 mit d^ und d, mit S^y folglich 
auch Ton b mit — s herror, wie sich sogleich ei^bt, wenn man -|- statt ^ 
setzt. Für /•«(a;+i)"* wird /Jo = (^+ i)"*"'. 

Zur Bestimmung von a^ kann man sich der folgenden Vorschrift 
bedienen. Man bilde das Produkt 

dessen einzelne Glieder die Form haben 

DS'8{^S^Sl*y wo e + e^^m-iy ^i + ^s^i, 

und wähle daraus diejenigen Terme, in denen e^-^e^^ky mit der 
Summe jdj^y dann wird 

m 

So findet man 

+ «»_i*r-*(»»*i*» + «) + «m«.*r-' , 
«„■= «o*r+ »»«1 *r-'*5 • • • + «»«»-1*1 *r-* + ««*»•= Kfi^) • 

Bedenkt man nun, daß die Gleichung if'^f(Xya)-^f(lya) geschrieben 
werden kann: 

während der Übergang von x und (> zu S und <y einer Vertauschung von 
*, *, , dj , *8 mit dj , - *i , - *a , * entspricht, so folgt, aus 

a^F(addJ^d^) die Gleichung afi"»-JP(a, d^, -*i, -*27 *)• 
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Man kann folglich setzen 

«»«0 = (- irS^f(- |S a) = «0*»"* - ma,*,—!*, ± • • • 

s''a„=d'"f (- -^, a) = (- i)" («o*,"'-»»«!*!'-** ± • • •) 
nsw. 

Eine leichte Bechnnng ergibt femer die Werte 
and allgemein, so lange i nicht m cesp. n übersteigt: 

Man kann auch schreiben 

<p ^Q^f, s'^f =«""9, 

usw. Aus vorstehenden Formeln erhält man f&r | •> o : 

= K-" (^6if (|) + Is^l-'s^f, (!)••• + a% (|)) , 

und durch Vertauschimg von d und d^, dj und dg : 

9m-i(o) =- «,- - 

«dr-(*w({-)-f..*r^*rv.9 



5. 

So lange die Funktionen f und ^ oder deren Koeffizienten a und b 
Yoneinander yöllig unabhängig sind; gilt das Gleiche von den transfor- 
mierten Funktionen 9 und %. Im entgegengesetzten Falle aber kann man 
sich die Aufgabe stellen, die Koeffizienten b dergestalt als rationale 
Funktionen der a zu bestimmen , daß % aus 9 ebenso hervorgeht , wie g 
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:ftUB fy mit anderen Worten, daß die Koeffizienten ß in. % durch die 
nämlichen Funktionen der a in, (p ausgedrückt werden. Um hierbei nicht 
auf selbstverständliche Fälle, wie g^f^ u. dergl. beschrankt zu sein, 
wollen wir die Aufgabe fQr b — i behandeln, oder bestimmter ausgedrückt, 
eine gewisse Potenz der Substitutionsdeterminante als Faktor zulassen; 
femer soUen die Koeffizienten h als homogene ganze Funktionen der a be- 
stimmt werden. 

Ein einfaches Beispiel liefern die Funktionen 

g{x) = {al-a^a^)x^ + {a^a^-'aQa^)x -h a^ - a^a^ 
= 60^' + 261^; + 6j . 

Denn man erhält durch eine leichte Rechnung: 

«0 = «0*' + 301***8 + 308**1 + Oj*! ; 

«1 - «0***1 + ai*(3*i*j + «) + a,*,(3**8-«) + a,*«*, , 
a, =" a^döl + ai*i(3**8-e) + ö,d,(3*i*j + €) + a^d^dl , 
a, = «0*» + 301*1**8 + 30,*,*,* + <h81 , 

p Ya? = «06* + 3O16* + 3025 + «8 = 9^^ ; 

«*pVa? = (af - fl^aj)5* + (aiOj- ao<^8)S + «1 - «lO» 

gesetzt werden. 

Wenn yermöge der Substitution 

QX^äi+Ö^j P = *2l + *8; £«**3-dld2> 

aus den Gleichungen 

durch EinfElhrung der Koeffizienten a und a eine Gleichung herrorgeht 
von der Form 

*4ie Koeffizienten ß = -P^Coo^i • • • o^) =" « ^l^o ebenso durch die a, wie die 



wenn 
und 



I. Die lineare TraDsformation ganzer Funktionen. 17 

b » Fia^a^ . . . a^) ^ a durch die a ausgedrückt werden , so nennt man g 
eine Kovariante der Funktion oder Form f. Sind die Funktionen F 
homogene Ausdrücke ihrer Argumente Ton der jn-ten Dimension, so heißt g 
eine Kovariante von der ft-ten Dimension, Tom t^ten Grade und mit 
dem Gewichte p. Läßt man in der Gleichung ^^Q'^gixb) ^^gil^ß) die 
Yariabeln x oder | verschwinden oder unendlich werden, so ergeben sich 
die Relationen 

Durch Differentiation aber erhält man wegen Hinzutritts des Faktors £' 

Im vorstehenden Beispiel ist g eine Kovariante von der zweiten 
Dimension und dem zweiten Grade mit dem Gewichte p = 2, Für /*=^ 
wird f seine eigene Kovariante m-ten Grades, von der ersten Dimension 
und dem Gewichte ^ = 0. Im Allgemeinen wird das Gewicht*) 

p=y(mfi-w), 

denn da die a von der Dimension m in Bezug auf die Koeffizienten d 
sind und die ß von der Dimension 2p + n, so hat man 2p-\'n = m^. 
Folglich wird in Bezug auf den Modul 2 m^^n^ und es muß bei jeder 
Kovariante oder Invariante für m ungerade der Grad n = f( und für m 
gerade »iio mod 2 sein. Oder mit anderen Worten: eine Kovariante 
von f ist nur dann von ungeradem Grade, wenn m und /i gleichzeitig 
ungerade sind. Die Zahlen n, /u^, p mögen die Maßzahlen der Ko- 
variante heißen. 

Es mag gleich hier bemerkt werden, daß die Gleichung 

nicht notwendig voraussetzt, daß die Funktion f ein in x^ multipliziertes 

i) Von anderen Autoren wird p als der Index und statt dessen die Größe 
Y(m^-|--n) als das Qewicht der Kovariante bezeichnet, auch finden sich die Be- 
nennungen Grad und Dimension (oder Ordnung) vertauscht. Vgl. z. B. Salmon- 
Fiedler, Algebra^ Art. 146, Paä di Bruno-Walter, Binäre Formen^ S. 103. Die 
jetzt allgemein adoptierten Benennungen Invariante^ Kovariante und Diskriminante 
rühren von Sylvester her. 
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Glied enthalte. Yielmebr kann im speziellen Falle der Koeffizient a^ = o 
sein, ohne daß die Koeffizienten a oder by d. h. die Kovariante gx, ihre 
Bedeutung yerlieren. Ebenso kann eintretendenfalls Iq verschwinden , so 
daß a^ in g nicht vorkommt; es sind dann gleichwohl f und g als Ko- 
Varianten von den Graden m und n zu betrachten , wobei (pi resp. x^ 
den Faktor q erhalten. Auch ist leicht einzusehen, daß der Kovarianten- 
begriff nicht auf den Fall beschränkt zu werden braucht, in welchem die 
Koeffizienten b rational durch die Koeffizienten a bestimmt werden: als 
Beispiel für eine irraMonale Kovariante kann die oben entwickelte Gleichung 

qq\x^x')^b{1^1') oder Q'Q'\x-x")^a{%'-r) 

dienen, wo zwar i' linear von x\ diese Wurzel aber algebraisch irrational 
von den Koeffizienten der Funktion fx abhängt. 

Kovarianten nullten Grades heißen Invarianten, weil sie von der 
Variablen x unabhängig sind. Für n » o oder 

wird neben Q^fx = q>i die Invariante G von der Dimension ft und dem 
Gewichte ^=Ymfc die Gleichung erfCQlen: 

Ferner heißt analogerweise h eine simultane Kovariante der beiden 
Formen f und g, vom Grade l und dem Gewichte q, wenn für 

die Koeffizienten c ebenso von den a und 6, wie die y von a und ß ab- 
hängen. Sind die c homogene Ausdrücke von der Dimension fi in Bezug 
auf a, r in Bezug auf b, so erhält man das Gewicht 

g-y(m,u4-ni/-Z), 
und für 

h = h(Xy a, 6) wird ^ = Ä(g, a, ß) = a'p'ÄCa:, a, 6) . 

Eine simultane Invariante aber ergibt sich für 

l = o oder 5 = "ö ^^^^ -\-nv) . 

Selbstverständlich gehören die Kovarianten von f oder g allein auch 
zu den simultanen Kovarianten beider Funktionen, aber nicht umgekehrt. 
Vielmehr wird eine simultane Kovariante von f und g nur dann Ko- 
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Variante von f allein^ wenn g als Eovariante von f gegeben ist; hat g das 
Gewicht Py so wächst dadurch das Gewicht q um pv. Der einfachste 
Fall ist offenbar, wenn bei einer simultanen Eovariante von f^g^,.. die 
einzelnen Funktionen einander gleich gesetzt werden ; also a^^\. . , 



6. 
Als Beispiel für eine simultane Invariante von f und g mit dem 

Gewichte g = Y (^^ + ^^) entwickeln wir die sogenannte BesfuHianie der 

beiden Funktionen, deren Verschwinden der Elimination der Variablen x 
aus den Gleichungen f^g^o entspricht. 

Wenn die Funktionen fx und gy eine gemeinschaftliche Wurzel 
haben, so wird x^^y^ und ^fl^^C^^-y*) = o» Das Produkt [[^^ ist eine 
ganze symmetrische Funktion der Wurzeln von f und g^ so daß nach 
den Prinzipien der Algebra 

durch eine ganze homogene Funktion der Koeffizienten a und b von den 
Dimensionen ^ » n und v = m ausgedrückt wird. Diese führt deu Namen 
der Resultante 

Rifg)=^(-ir''lt(gn 

und bleibt — eventuell abgesehen von einem zu bestimmenden Faktor — 
invariant bei einer linearen Transformation der Variablen x, weil, wenn 
It'^R{(pX) den Wert der Resultante nach der Transformation darstellt, 
beide Gleichungen R==o und R'^o die Bedingung für ein gleichzeitiges 
Verschwinden von f und g enthalten. 

Man findet sogleich durch direkte Rechnung für y = j-^ t~ä • 

^ii^i''yk)-iS-d^Xt)(d-Ö^y,)(^-ri,) , 
folglich 

Ntm hatten wir für 5 = cx>, « = y, ff = o, ffg = ^, mithin gibt die Glei- 
chung «""yl = s'"fx : 

aX'^' '"f (t) ^'^"^ «0 = «0/7/* -*»**) = «0/7 <^o 
und analog 
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Die Substitution dieser Werte liefert 

oder 

s^^Rifg) = R{(px) , 

d. h. die Resultante R ist eine Invariante Yom Gewicht q=^ mn. 

Bei dieser Ableitung ist vorausgesetzt^ daß 22 simtdtane Invariante 
der beiden Funktionen f und g sei. Sind jedoch die Koeffizienten b in g 
durch die Koeffizienten a in f bestimmt^ so wird die Eliminationsresultante 
aUein von den a abhängig und kann nur als Invariante von f bestimmt 
werden.*) Dieser Fall tritt z. B. ein für 

wobei 12(/7)) durch a^ teilbar und erst nach Abtrennung dieses Faktors 
eine Invariante von f wird. Wir schreiben jetzt 

J>if) = ;J; JR(/'/;)=«o*'"-7/«(«i-y*)= iöo^'—ZZaC**-^*) , 

und nennen D{f) die Diskriminante der Funktion f. Hier durchläuft 
in fj % die Werte von i bis m, h von i bis w — i , während in ]J[, i 

und Tc zwei verschiedene Werte von i bis m bedeuten ^ wodurch gleich- 
falls m(m — I) Faktoren entstehen. Da von diesen je zwei einander ent- 
gegengesetzt sind, so wird für — —z verschiedene Werte^xwire i > k, 

wie durch JJ bezeichnet werden soll: 



Wl • fW — 1 






Obgleich die Gleichungen /"y* = o und fx^ = o im Allgemeinen ver- 
schiedene Wurzeln haben, so wird doch bekanntlich für x^ » Xj^ auch 

Xj^ = y^, so daß JJ JJ und JJ gleichzeitig verschwinden. In der Tat 

erhält man wegen 

f (^<) = «0 Ui (^i - ^*) = ^ff (^<) • 

Auch überzeugt man sich leicht, daß die Diskriminante D^if) eine In- 
variante vom Gewicht /) = m (m — i) und der Dimension fi = 2 (w — i) 



i) Man vergleiche auch IV, Art. 51. 



I. Die lineaxe Transformation ganzer Funktionen. 



21 



darstellt, wenn man wieder ausgeht von der Gleichung 

Hier ist ofPenbar 

folglich wegen 

q. e. d. 

Es mögen hier noch beispielsweise die Werte der Diskriminanten 
für m » 2y 3^ 4 angeführt werden. Man erhält bei Benutzung der Potenz- 
summen 



^k — S,-^< ; S^ — 



für w = 2 : 



^1 ^2 • • • ^TO 



^m-l ^m • • ' ^2ot-3 



■/7>i-«*)* 



für m = 3 : 



für m = 



= — ^ = «0^ — ^1^1 5 

= i^ < («1 - 9s/^ + 2 1 s*«| - 3S,* + 8s»^ - 36«!«,«, + 1 8«|) , 
- J= (Oiaj-Ood,)* - 4(<iiai -ajO,) (0,0,-0408) , 
= 4aoa| - 3o,'a| + o* «I - öOoOiOjO, + 40*0, ; 



wo ihrerseits G und f die Invarianten zweiter und dritter Dimension 
bedeuten: 



JT= 



48 

48^2 ^o(«f - ' 2 ^1 «2 + 39s! Sl - 34S| + 1 2 S«58 " 

- 36SiSj53 - i4S| - l85«S^+ 725jSj , 



»0 ^1 ^ 

flg Oj a^ 
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Zwischen den LiTarianten ^GH und J besteht die identische 
Relation: 



7. 
Als ganze Funktion der Koeffizienten Yon f laßt sich jede Eovariante 
oder Invariante g auch durch eine ganze symmetrische Funktion der 
Wurzeln x^ darstellen. Diese Funktionen können aber nur yon den Diffe- 
rensen x — x^ und x^ — x^ abhängen^ weil die Substitution 

liefert^ also eine Änderung yon x um eine Eonstante ohne Einfluß bleibt. 
Mithin darf man setzen 

wenn ^ eine symmetrische Summe und JJ das Produkt der — -ö~" 
WurzeldifFerenzen bedeutet^ so daß die Summe ^ sich auf Produkte yon 
— ä — Faktoren erstreckt. 

Fragt man^ auf welchen Grad in Bezug auf eine Wurzel x^ jeder 
Term der symmetrischen Summe steige, so hat man aus dem Produkt /jT 
die m — I Faktoren auszuwählen, für welche j oder k gleich i wird. Sei 
nun l^ » S^^;^ die Summe der entsprechenden Exponenten, so erhält man 

für den Exponenten yon x^ den Wert JCi-^-lfy und es läßt sich leicht 
zeigen, daß dieser von i unabhängig sein muß, wenn die Gleichung 

bestehen soll. In der Tat ergibt die Substitution 

QQi(x - x^) = «d - it) und QjQkiXj - x^) = ed^j - S^) , 
nebst 

«0 = «0 n^i oder «"»ao = «o Il9i 7 

Folglich wird nicht allein S^^ = w, sondern auch 

Sljk^P «nd ii^li\+l^, 
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weil 

nachdem wir durch l^ den Exponenten von Q^ in JJ bezeichnet haben. 

H U 

Es wird also von der symmetrischen Somme für g[xa) erfordert, daß 



m 



jeder Term derselben in Bezag auf jede Wurzel x^ der Funktion f{x) vom 
Orade pt sei}) 

Selbstversiandlich liefert ein Aggregat solcher symmetrischen Summen 
gleichfedls eine Koyariante von /*, wenn Grad und Dimension, also auch 
das Gewicht der Einzelsummen übereinstimmen. Wir dürfen noch be- 
merken, daß für eine Invariante in dem allgemeinen Glied der symme- 
trischen Summe der Faktor JJ fehlt, also A;^=o, 2,-=fi werden, sowie 

daß die Kovariante g durch f^ teilbar wird, wenn 1c' den kleinsten der 
Exponenten 1c^ bedeutet. Schreibt man also h^ — k' für A'^ , so bleibt die 
symmetrische Summe kovariant und sinkt auf den Grad n — %'m, Dimen- 
sion (i — k\ während das Gewicht p unverändert bleibt. 

8. 
Setzt man bei einer Kovariante g von /' 

6, = S ?«*•••<-. 
so ist nicht allein 



m iH 



S A', = ,a , sondern auch S ik^ ^p-hk . 
In der Tat erhält man für 

«,- *"»-'a,. , ft = ä^'+P-^^ S f<°a^ , . . <* 
i) Durch VertauBchung von m und fi, entsteht der sogenannte Sylvester- 

nfi m 

Hermite*8che Reziprozitätssatz, nach welchem jeder Kovariante g{xa) von fix) eine 

Kovariante gixa) von fix) entspricht, während n und p unverändert bleiben. Folg- 
lich besitet eine Form m-ten Grades ebenso viele Kovarianten ^ter Dimension, wie 
eine Form ft-ten Grades Kovarianten m-ter Dimension: da die entsprechenden Ko-. 
Varianten zugleich vom nämlichen Grade und Gewichte sind, so müssen speziell auch 
die Invarianten als solche einander entsprechen. Wegen des Beweises müssen wir 
auf die Abhandlungen von Sylvester und Hermite in Bd. 8 und 9 des Cambridge 
and Dublin Mathemat. Journal verweisen. *^ 
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oder 

8«/-^= m^ — n —p -f Ä =^p + h 

Man schließt daraus, daß 

und durch Verbindung beider Gleichungen: 

Ebenso wird für 

c^= S f <«a** . , . a*" 6^oj«t . . . ft^" , 

gefanden, nebst den Differentialrelationen 

(A) S«a,f^ + S»^ oJ* = ((/ + *)«*, 

* 

(B) g („ _ i)a^ 1^ + S (n - j)6, | J = (« + Z - A;)«;» . 



Für 



^ = T> *=*8=0, *l=*«=*I; « = -1; 9 = 67 



ist 

folglich geht 



aus ftj^ durch Umkehr der Reihenfolge der Exponenten /:,. (oder der Koeffi- 
zienten a^ unter Hinzutritt des Faktors (— i)** hervor. Entsprechend er- 
halt man 

c,.i= (- i)^ SW" «*""'• • • <KK'' • • • ^S 

Wenn der Grad n oder l Null ist, so ergibt sich der Satz: ,,eine In- 
i) Weiter kann man anmerken, daß in Bezug auf den Modul 2 

mithin 

S Äg • = p + Ä: + /i, 80 daß far k^n — mu mod 2 

in den betreffenden Gliedern der Eoyariante, wenn m ungerade, Sk^f-p, und wenn m 
gerade, SJfcj^ + i^jp sein muß. Für k = n-\-i tritt p+ i an die Stelle von p. 



L Die lineare Transformation ganzer Funktionen. 25 

Variante 6r = S ^öt^^ö^** • . • «^" ^®^ Funktion f, resp. eine simnltane In- 
yariante von f undg H^ S^Eö^"«*' • ■ • «'"^o^^i*- • • ^«"; bleibt imgeändert, 
oder kehrt ihr Vorzeichen um, wenn man a^ mit a^_< und \ mit 6^_^ 

vertauscht." Der erste Fall tritt ein, wenn das Gewicht p = y wft resp. 

g == — (iwfc H- wv) gerade, der zweite, wenn dasselbe ungerade ist. Im 

letzteren Falle wird die Invariante auch wohl nach Art. 4 als schief 
(ffauche) bezeichnet. 

Summiert man jetzt die für (j + Jc)Cj^ und {q-\-l — k)c^ gefundenen 
Ausdrücke (A) und (B) in Bezug auf k unter Hinzufügung des Faktors 

■^ — = Z*a:'~* so erhält man die Formeln 
^^* 

qh + SJcl,c,z'-'^ {q + l)h- xh^^Sia^ |^ + Si&, |y , (i) 

k 

nebst 

qh + xh'=S im - i)ai -^— -h S (« - »)&< ^^h • (2) 

Für eine Eovariante g von f allein wird einfacher 

{p + n)g - a: f ^ - S ia, ^J • 
^•^ ^ ex ^ * ca. 

^^ + *ll = S(m-i)a,|j- 

Den vorstehenden Gleichungen stehen ähnliche zur Seite, welche sich 
durch folgende Betrachtungen ergeben. Gibt man x ein Inkrement dXy 
so wächst f{x) um f'{x)dx, folglich 

a, um da,.= ia,_^dx , 6^ um rf6,.= ift,_irfx , 
mithin 

Cj^ um rfc4«iCjt_jrfa;= (Sia<-i ^ + S»A-i ^^) ^^ y 
oder 

Ä:c,_,= Sia,_x|^- + StV,|j- (C) 

Diese Gleichung kann als eine identische Gleichung zwischen den Koeffi- 
zienten a und h angesehen werden, welche auch erfüllt werden muß, wenn 
man a,^_^ und \_^ statt a,. und h^ schreibt. Dadurch geht aber c^ in 
t- i)^^i-* über, so daß 

'CCj-i + l^ ö ^öt^-i + l ÖT r 0*«>n_, + i gr— , 

oder 
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Die Gleichimgen (C) und (D) zeigen , wie aus einem Eoe£Bzienteii e^ der 
Korariante alle fibrigen gefimden werden. 



Multipliziert man wieder (C) und (D) mit ^ »^z'~^ so folgt durch 



Snmmation nach Je wegen 



A'- ^^ « S I - fc /,c,x'-*-«= S W^^^i^r 



t-t 



(3) Sic,.,f* = A'=S.a,_.;* + S»A_.^, 

nebst 

Ixh - S (tVia:* + (m - f)a,+i) /* + S (»^-1^?»+ (n - 1)6,^ J |^* , 

+ S ('A_i^ - n6,+ (n- «)&..+i ;^) f^- • 

Schließlich kann man für A = x'^, i » ^f auch schreiben: 

7 1, ^ch _ ^^\i^ 
ex dl ' 

oder 

Ij «= S (»i - i)a,+i 1^ + S(n- i) 6,^.1 |J- , 
wo 



9- 
Der Ausdruck einer beliebigen (simultaneu) Kovariante h von f und ^ 
kann mit Hilfe ihres Wertes für x ^o gebildet werden. Hierzu setze 
man in den Gleichungen 

a; « 5 + y ; wodurch <J = i, *i^J? ^^"^ ^7 *s~^7 * = '? P*' werden, so 
ergibt sich für f — fd) usw. 
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Da nun die Koeffizienten in ^ ebenso von denen in tp und % abhängen^ 
wie die c von den a und &, so erhält man der Oleichnng 

c, = Ä(o) = SlaoX' • • • «m"*o"^'' • • • ^!* 
entsprechend 

^ - ^('(o) = SlfcJs,f(ii-i, •••!*" Ö(i>9(!!-i, • • • 9'% 

oder wenn z statt ; geschrieben wird: 

Mx) « s i/-*Y/" -^ . . . fi^g'^gi--' . . . gi% • 

Ist g Eorariante Ton f allein^ so gelten selbstverständlich die einfacheren 

Formeln 

^(o) = 6,- S na*«a*» . . . a ** 

gm^Snr-f\'-^,..f,^,, 

Die gefundenen Ausdrücke lehren^ daß sich jede Eovariante oder 
Inyariante von f g . . . als ganze Funktion der Differentialquotienten 
^(0^(0 * ' * ^^^^i^^^Uen läßty und zwar beträgt die Ordnung JS der Differen- 
tiationen 

S> = S(»»- i)Ä^+ S(w- i)li^myi ^nv — q-l^q, 

ist also dem Gewichte gleich. Der Grad der einzelnen Glieder der Summe 
dagegen wird 

Da nun h vom ^ten Grade sein soll, so müssen die numerischen Koeffi- 
zienten l der ganzen Funktion so beschaffen sein, daß sich die q höchsten 
Potenzen von x wegheben. Die beregte Eigenschaft, daß der Grad der 
ganzen Funktionen von fg und ihren Differentialquotienten sich um ebenso 
viele Einheiten erniedrigt, als die Ordnung der Differentiationen, oder was 
dasselbe ist, als das Gewicht der Koyariante beträgt, hätte man bei der 
Definition einer Kovariante als Ausgangspunkt nehmen können.*) 

i) SelbBtrerständlich kann man auch von dem Ausdracke für 

c,, = S a^^a^i . . . a^'l^bjobh . . . 6^» 
ausgehen und 

c. = (— I)« S a*"a*'" -* . . . a*oft'»6J"- » ...h^ 
aetzen^ wodurch 

Mx) = (- 1)2 S /'^•/'f* . . . f^^g^gj^ • . . ^/;», 



28 Algebraische Invariantentheoiie. 

In dem Sammenansdruck fQr h hat rr''''^ den Koeffizienten 

folglich ergibt sich die Gleichung 

ausgenommen den Fall q = o oder t„= ^, Z,« v, d. i. hx = f'g^. Wenn 
für q > i auch der Koeffizient von a:'+*"^ verschwinden soll, so erhält 
man die Bedingung 

Ist nun h Kovariante von f allein, so wird 

mithin bleibt alsdann das Verschwinden von SI die ausreichende Be- 
dingung, woraus zu schließen, daß das Gewicht q der Kovariante einer 
ganzen Funktion überhaupt nicht der Einheit gleich sein kann. Wir 
werden bald zeigen, daß nicht bloß die Simime SI der Koeffizienten in c,, 
sondern allgemeiner Sf iii ^^ verschwindet. Man kann femer bemerken^ 

daß die Funktion {a^x + di)^ außer sich selbst gar keine Kovariante be- 
sitzt, weil fQr 

wird, also h wegen S I "^ o identisch verschwindet. 

Wenn \h^ . . verschiedene Kovarianten bezeichnen, zwischen 
deren Nullwerten eine algebraische Gleichung stattfindet, so 
besteht dieselbe Gleichung auch für variable Werte von x. 
Denn jede identische Gleichung zwischen den Koeffizienten a und b bleibt 
identisch, wenn man f^^^ und g^^ statt a^_^ und b^_^ schreibt. Aus 
gleichem Grunde kann man aus der Gleichung (D) des vorigen Art.^ 
welche für A; = Z 



hervorgeht. Hier wird 

während der Grad der einzebien Glieder 

S(m- t)Ä<+ S (n — t)Z,= m/t + «f — 3 = 3 + ^ 
erhalten wird, also mit den oben abgeleiteten Resultaten in vollem Einklang. 
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ergibt; durch Einführung von /*^^ und ^^^ die weitere Gleichung ableiten: 

Diese Relationen können zur Bestimmung der Koeffizienten I im Aus- 
druck von h benutzt werden. 



10. 

Für die Bildung von Eovarianten mögen hier noch einige Vorschriften 
Yon allgemeinerer Natur entwickelt werden, welche häufig Anwendung 

finden. Wenn g eine Eovariante von f (Gewicht |) « y (m /* — »)) und h 

eine Eovariante oder Invariante von g (Gewicht q^ -^ {nv — l)) bedeutet, 

so wird auch h Eovariante oder Invariante von /) wobei das Gewicht 
r ^vp + q und die Dimension yiv hervorgeht. Dies folgt sogleich aus 
den Gleichungen 

Q'^f{xa)=f(ia) , €PQ''g(xb)^g{iß) oder s^Q^'gixa) = g{^a) j 

Q^g{xh)^g{lß') , b^q'Hxc) = Uxy') = €^Q'h(xb) - h(^ß') , 

«•''+«p'*(xc) = Ä(|y) = e'^Q^hixa) = Ä(6 a) . 

Denn da y' von ß' ebenso abhängt, wie c von b (nämlich durch Aus- 
drücke von der v-ten Dimension), und ß^e^ß' von a, wie 6 von a, so 
hängt auch y=^£^Py' von a ebenso ab, wie c von a. 

Ebenso wird jede Eovariante h eines Produktes fg ^p simultane 
Eovariante der beiden Faktoren f und g vdtu Gewicht g' =« y (w -f- n — Z), 
wie die Gleichungen 

Q'^nxa)^f{la)^ip, Q''g{xb)^g{lß)^Xj s^Q'h{xc) ^h{^y) 
zeigen. Denn da durch Multiplikation 

Q^+'^fg^^ipX oder ^"»+»p(a;d) = p(U) 

erhalten wird, und y von d ebenso abhängen soll, wie c von d, so muß 
neben d auch y von a und ß ebenso abhängen, wie d imd c von a und b. 

Ein einfaches Verfahren, um zu zwei Funktionen f und g eine Eo- 
variante h abzuleiten, beruht auf dem von Gordan und C leb seh so- 
genannten Uberschidmngsproeesse: 
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^-I,f9-^f9'-f,9-fgi=[f9\ , 
! denn mittelst 



erhält man sofort 

£(>«+«-«A = q),x - ^Xf- W^i^ - MUß) . 

Damit ist eine simultane Eoyariante h vom Grade m + n — 2 und dem 
Gewichte q = i bestimmt, während die beiden Fimktionen f und g ab 
voneinander unabhängig vorausgesetzt werden. Die Koeffizienten in h 
sind dann bilineare homogene Funktionen der a und b. 

Sollte jedoch g selbst als Kovariante von f (oder von .noch weiter^ 

Funktionen /]^) mit dem Gewicht P'^ -äimn-^m^a^ — n) gegeben sein, so 

ist h als Kovariante der nämlichen Funktionen zu bezeichnen, deren Ge- 
wicht durch den Hinzutritt des Faktors ^ in den Gleichungen fiir g 
und g, auf g»p+ i steigt. In der Tat ergibt sich in Bezug auf die 
Koeffizienten von f die Dimension A = ftH- 1 , folglich wegen l^m-hn—2 

Man überzeugt sich femer auf demselben Wege, daß die Über- 
schiebung zweier beliebigen Ko Varianten [^ g] = ä stets wieder eine Ko- 
variante Ä von f liefert, indem 

von der Dimension fi + fi hervorgeht. Wir bemerken zu gelegentlichem 
Gebrauche die Identitäten 

[fmh] + [gj] [hf] + [hß [fg] - o . 

Als weitere Verallgemeinerung hat man die Kovarianten der k-ten 
Überschiebung 

eingeführt, wobei weder f^j^^ noch gr^^^) ^inen verschwindenden Nenner be- 
kommen, also i weder m noch n übersteigen darf {f9\ stöUt die 
Tcrie Differenz dar aus der Reihe der Produkte: 

f9{k) f fi9{k-i) } ft/9{k-'i) } • • • ; f{k~i)9f } f{i^9 • 
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Aüch hier findet man^) 

also ist 

* ■= (S** - ^ «1 h^i ± • • • + (- i)*öt*6o) a:'»+''-** + • • • 

eine zuerst wohl von Cayley betrachtete Kovariante Ton f und g vom 
Grade m-^n — zJc, mit dem Gewichte 9 = A; und mit bilinearen Koeffi- 
zienten. Sind dagegen g und g selbst Eovarianten yon f mit den Ge- 
wichten p und p, so erhöhen sich Dimension und Gewicht yon {siq]^ auf 
il = fi + ^ und ^'«i^ + p + Ä. FürA; = o wird h^^f-g^ was man als 
nuSfe Überschiebung bezeichnen kann. 

Für m = n^k stellt h^a^b^T - — h (— i)* a^ ft© eine Invariante dar. 
Um ein naheliegendes Beispiel zu geben^ setzen wir einfach g ^fy P'^Oy 
wodurch die Eovariante 

{ff\k = fU) - kfJik-i) + hfnU-t) =f • • • 

hervorgeht, welcher Ausdruck allerdings für ungerade Werte von k iden- 
tisch verschwindet, aber für gerade k auf den 2(m — Ä;)-ten Grad steigt, 
mit dem Gewichte k und der zweiten Dimension. Für k^m gerade 
liefert 



i) Zum Beweise der Kovarianteneigenschaft für die Ä;-te Überschiebung reicht 
es ans, mittelst Differentiation daraas die Eovariante der (A;+i)-ten Überschiebung 
herzuleiten. Man erhält leicht: 



nebst 
oder 



[fgyk= i^^-^)[f.yh+ (n--k)[fg,]t , 
{m-hn-2k)[fg,]t=[fg]l-{m^k)[fg]i,^i, 

[^X.]k-^'^U''^"''''\[fg,]k-^^^-[f9]k) , 
folglich dnrch Subtraktion: 

L9Zj*+i = « Q U9\k+i' 



femer 
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den Ausdruck einer Invariante 2G Yom Gewicht m und der zweiten 
Dimension, während die Variable x ganz herausgegangen ist. Mithin 
erhält man fär x =^ o: 



II. 



Selbstverständlich gestatten die bisher angestellten Betrachtungen 
über Eovarianten oder Invarianten ganzer Funktionen Verallgemeinerungen 
nach mehrfacher Richtung, namentlich bei Vermehrung der Anzahl der 
Variabein. Um gewissen Sätzen und Ableitungen eine größere Über- 
sichtlichkeit und Eleganz zu verleihen , hat man homogene Ausdrücke 
mittelst Einführung einer neuen Variablen y zu Grunde gelegt, also statt 
der Funktion f{x) die binäre Form f{xy) als Ausgangspunkt gewählt. So 
erhält man z. B. für 

f^af^x'^-¥m^a^x'^''^y-\-m^a^x"^~^y^'--\-a^y^ 

^L{^^+ym und g = l-Ull + y»9\ 

m \ ox ^cyt ' n \ ex ^dy/ ' 

U yi m7i\dx dy dy dxl mn d{xy) ' 

so daß die Kovariante h , nach Weglassung des Faktors y =" d^^-h d^ = q , 
mit der Funktionaldeterminante der Funktionen f und g nach x und y 
übereinkommt. Der Vorteil besteht hauptsächlich darin, daß die lineare 

.Substitution x =» ^\ , . - durch die beiden einfacheren a: = d 5 -f ^i , 

y s tfjl + d^ ersetzt wird, und tritt bei mehr Variabein noch mehr 
hervor. 

Wir beschränken uns jedoch in dieser Beziehung auf die Betrachtung 
der einfachsten, auf die lineare Transformation beliebig vieler Variabelii 
bezüglichen Fälle. Die elementare Auflösung eines Systems linearer 
•Gleichungen von der Form 

Sa/a:, = y4 gibt -Ra;,. = S^,*y, , 

wo 

-B=;a/| = StiMi* 

die Determinante des Systems bezeichnet. Fuhrt man nun die lineare 
Transformation in der Gestalt aus: 



i J 
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k 

hervorgehen mag, so folgt 



wodurch y* == S «<* S* 



a** = S*<*a.S und für P - | a,* | = Sa/A^* : 

i 

k 

Hier ist aber nach einem bekannten Satze der Determinantentheorie 



P = £ i? , wenn £ = | d^* 

die Determinante der linearen Substitution bedeutet; d. L R ist eine 
Invariante der linearen Funktionen y^fx^ vom Gewicht i. 

Betrachtet man jetzt die (homogene) quadrcsHsche Form 



f{Xi x^... xj =fx ^^a^x^Xj^ , a,* = a^ , 

ik 



80 wird 



-|^=2S«,»a^, 



Durch die lineare Transformation x^^^^^liJ^ ergibt sich 

k 
ik 



#-2SA*So wo /J» = S<J,*a/. 



Zogleich erhält man 



df 



^^k i i 



nebst a* = S *<* V . 



Da aber 



80 hat man auch 



dl ^dldx, 
dl^i^^i^k 



f[-2SdJiaix, 

^ ^k hi 






= 2SA*a:,, 



= £«la* 



also i/ = /J; . Mithin folgt 

|/J^*| = |6/|»fija/|, neben [a,*I = fi|6<* 

d. L die symmetrische Determinante |a/| ist eine Invariante der Form f 

vom Gewicht 2. 

8 
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Für eine hdid>ige ganze Funktion Fix^x^ , . . x„)=^ Fx bilde maa 
mit den Argumenten Xi-^hyf die Taylor' sehe Entwickelung 

Fix + hy) ^Fx + A«i (xy) + |Ä*a>2 (xy) + iÄ'*,(xy) . . . 
und setze 

k k 

SO wird der EoefiGu^ient von h^ : 



wenn die Summation S auf alle positiven Zahlen v^ inkl. der Null er- 
streckt wird, deren Summe p betragt. Für ^«1,2 erhalt man 

wo die Indizes % und Ä; unabhängig alle Werte von i bis n annehmen. 
Vermöge der linearen Transformation wird ebenso 



F(i + hri) « Fg + AOi (iri) + \h^O^ (gi?) + • • 
also auch 

Die quadratische Form 
liefert für die sogen. Hesse'sche Determinante 



9 



H^ 



d*F i 

dx.dxi.\ ' 



H 






die Gleichung 

d. h. H ist eine Eovariante der Funktion F mit dem Gewicht 2. 

Bezeichnet man femer durch F^ (x) , i^j (x) , . . . , F^ (x) ein System 
von n Funktionen beliebigen Grades von x^x^ . , . x^ mit der Funktional- 
determinante 
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SO erhält man vermöge der n linearen Gleichungen 



die Relation 



Sd Fh n ^ -^4 



mit anderen Worten, D ist eine Kovariante des Systems F^F^ . . . F^ mit 
dem Gewicht i. 



12. 

Wenn Fx eine homogene Funktion der n Yariabeln x^ Tom Grade m 
ausdrückt, so nennt man 0^{xy) die |>-te Polare von F, für welche die 
Relation erfüllt ist: 

wie aus der identischen Gleichung 

berrorgeht Sei z. B. n= 2, so erhält man: 

usw. neben 

usw. 

Schreibt man folglich 

jF(a?i a:^) = x^fipc) nebst ^^~1> 
so ergeben sich die Werte 

1 

= m (m - I) «i»- » (/•- 2 a;/; + x»/,,) , 

usw. und damit für y = ~ : 

3* 
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4>i = wxi"-iy,(/--(ar-y)/;), 

allgemeis 

Vertauscht man hier x nnd y, sowie |> und m-|> und schreibt karz 
f für f{y), so folgt der weitere Ausdruck 

Man schließt daraus ; daß 4>^ in Bezug auf x und y von den Graden 
m—p und j!) sein muß, während die höheren Potenzen sich yon selbst 
wegheben. 

Die lineare Transformation aber nimmt jetzt die Gestalt an: 



wenn 



i-f, ,=j-, d=*^ *,=d», «,=«», <j,=«i» 

geschrieben werden. Setzt man also 

*j5 + *8 = (> ; *2^ + *« = (>% 

so hat man 

und es wird durch das Stattfinden dieser Relationen (p^ als die 
p-te Polare von /* definiert. Beide Gleichungen gehen ineinander über 
für y =» rc oder ij = S , f'^9>pf während für rc = o oder y = o : 

qpp(oy) = f - w^i f,y + m^, f,y q= . . . 
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Eine EovariaDte ^{xy) endlich von ^>{zy) in Bezug auf die Variable y 
wird zn einer Korariante von f{x)j wenn man y durch x ersetzt.^) Denn 

da für i = -ö- il^f^p — Q) ^(y) 'einer Gleichung genügt von der Form 

€^Q'^tl){xya) = if(xi]a) 

Tom Orade q, der Dimension (i und dem Gewichte k, während x auf 
den Grad fi(m—p) steigt^ so erhält man durch Multiplikation mit 

y^x, i? = l, ^' = P; l=-fL{m-p) + q = iim-2Jc: 
also eine Eovariante von f, Grad l^ Dimension ft, Gewicht Je. 



13. 

Es ist bereits bemerkt worden, daß ein Aggregat von Eoyarianten 
nur dann kovariant bleibt, wenn die Summanden das nämliche Gewicht 
besitzen. Da das Produkt zweier (oder mehrerer) Eovarianten hh^^\ 
offenbar eine Eovariante liefert, deren Gewicht durch die Summe der 
Gewichte der Faktoren gegeben ist (und umgekehrt wird, wenn \ und h^ 

Eovarianten sind, auch der Quotient h=^^ eine solche), so können wir 

den Satz aussprechen: Bildet man eine ganze, mit unabhängigen (nume- 
rischen) Eoeffizienten versehene Funktion verschiedener Eovarianten, so 
entsteht nur dann eine Eovariante, wenn die Gewichte der einzelnen 
Terme die nämlichen sind. Auch dürfen wir der Einfachheit halber an- 
nehmen, daß jene Funktion in Bezug auf die Eoeffizienten homogen (und 
folglich in ihren einzelnen Termen auch von gleicher Dimension) sei, da 
entgegengesetzten Falles die homogenen Gruppen der ganzen Funktion 
auch getrennt als Eovarianten auftreten. Betrachten wir z. B. den 
Ausdruck 

und sei für die Eovarianten g^ 

/i = A— I, n^l — m-^- 2i ^ P ^Q — i f 
so ist h eine Eovariante von /*, Dimension X, Grad !, Gewicht q. 
1) Weber, Algebra, Bd. I, S. 188. 
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Da die Anzahl aller zu gegebenen Funktionen gehörigen KoTarianten 
offenbar unerschöpflich ist, so fragt es sich, wie viel unabhängige Eo- 
yarianten existieren, zwischen denen keine algebraische Gleichung statt- 
findet. Daß deren Anzahl nur beschränkt sein kann, erhellt schon aus 
dem Umstände, daß die Anzahl der eingehenden Argumente eine begrenzte 
ist, und z. B. in f{xa) nur m + 2 beträgt. Wenn diese aus der hin- 
reichenden Anzahl von Eovarianten eliminiert werden, so gehen algebra- 
ische Gleichungen zwischen den Eorarianten hervor. Dasselbe gilt im 
Falle simultaner Eovarianten von der Elimination der Argumente der 
übrigen Formen. Die analoge Schlußweise läßt sich auf die Darstellung 
der EoYarianten durch Differentialquotienten in der Form 

Ä = S I/-*-/;*-^ . . . f^^g'-g;^-' . . . g^% 

anwenden. Mittelst m + n Eovarianten h müssen sich jedenfalls die m + n 
Größen f^^ und g^^ eliminieren lassen, so daß abgesehen von f und g die 
Anzahl der unabhängigen Eovarianten m + n nicht übersteigen kann. Im 
Folgenden wird sich jedoch ergeben, daß ein vollständiges System unab- 
hängiger Eovarianten, abgesehen wiederum von den Funktionen f und g 
selbst, nur aus m + n — i (simultanen) Eovarianten besteht, während bei 
einer Form fx sich alle Eovarianten algebraisch durch m — i (resp. m) 
unabhängige Eovarianten ausdrücken lassen. Sofern diese algebraischen 
Ausdrücke rational sind, nennt man die unabhängigen Eovarianten des 
betreffenden Systems assoziiert. Es wird sich zeigen, daß die Nenner 
solcher Ausdrücke stets auf eine Potenz von fx zurückgeführt werden 
können, so daß das Produkt jeder Eo Variante in eine Potenz von f als 
ganze Funktion der assoziierten Eovarianten erscheint. Man hat aber 
weiter nachgewiesen, daß sich durch Hinzunahme einer endlichen Anzahl 
weiterer Eovarianten sogenannte vollständige Systeme irreduktiUer Eo- 
varianten bilden lassen, welche die Eigenschaft besitzen, daß jede Eovariante 
sich als ganze Funktion der irreduktibeln Eovarianten ausdrücken läßt. 
Auf die betreffende Theorie von der Endlichkeit der irreduktibeln Formen- 
Systeme, welche von Gordan, Mertens, Hilbert u. A. begründet worden 
ist, und eigentümliche Schwierigkeiten bietet, werden wir jedoch hier 
nicht näher eingehen. 

14. 
Zur Aufstellung eines vollständigen Systems assoziierter Eovarianten 
führt der Hermite'sche Fundamentalsatz ^), zu welchem man durch die 
folgenden Betrachtungen gelangt. 

i) ereile's Journal Bd. 52, S. 23, mit der Bemerkung „Voici ce qu'il m'a it6 
donne de trouver apr^s de longues meditations sur ce st^jei." 
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Für eine EoTariante hx kann man mittelst des Nnll wertes h{o) einen 
ähnlichen Ausdruck wie Art. 9 ableiten, wenn man in den Gleichungen 

welche für qx^ d^-}- d^ identisch werden, 

* = E, *i = Eff-f; *2=i, *«=-?/; mithin (> « g -h f , , « = f 
substituiert. Dann tritt an die Stelle von x 

ctnd man erhält durch die Entwickelung nach den Potenzen von §> wenn 
man zugleich x für £ schreibt: 

EUer ist 

f,--f,f,+ff„--[ff,]-\m>, 
/•» = - 2/;' + 3ff,f„ - Pf,,, = 2 [ff,] , 

fl = - 3/;* + (>ff,*f., - Af'f,f„, + f'fiy , . . . 

/; = - (»- !)/•/ + hff,'-'f. - hPfr^f,,, ••• + (- i)Y'- Y(o . 

Da die Summe der Koeffizienten o ist, so fiberzeugt man sich leicht, daß 
für /"m = («+ i)""* oder a, = i die sämtlichen f^ verschwinden. Femer 
«rhält man 

9i=f>9-f9,=-[f9\ , 

^t'-f^g-^ffig. + f^g,, , ... 

9i - na -hfff-^9. + hf'fr*9„ - hf'f,*-'9,„ ••• + (- 1)*/"*;« 

^, -/;'* - »!/•/;'-'*, + lf'f,'-'K - izf^fr'K •••+(- o'r*« • 

Auch ist ohne Weiteres klar, daB man in der yorstehenden Ableitung 
die Funktionen f und g miteinander yertauschen, also die entsprechenden 
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Ausdrücke Ton f^ und g^ bilden kann. Bedenkt man nun, daß jetzt 

SO geht den Oleichnngen 

Ä(o; = c, = S Iflo« • • • ««"^ü" • • ^n * 

nh = yo = (- O^SI««*- • • • «Jl-/»o- • • • ß!r > 

wegen S^«"^.» parallel die Formel: 

*— 1=0 

wenn in der Summe bloß diejenigen Glieder mitgenommen werden, für welche 
*m-i f^^schwindet. 

Vergleicht man damit den früher gefandenen Ausdruck 

so darf man den Satz aussprechen: 

yyWenn eine Eoyariaute h als Funktion der Differentialquotienten 

^(0^(0 * ' ' S%^^®° ^^^f ^^^ ^'^ schreibt i statt fy o statt f, und 
im Übrigen Z*^ statt f^^^, q. statt ^^,^, so erhalt man den Wert von 
(- i)9^«-MA(a;) ausgedrückt durch die Größen /; und g^." 

Hier kann hx = ho ^ S auch eine simultane Invariante von f und g be- 
deuten. Für eine Eovariante g von /" dagegen und i^ = S n a^'» . . . aj[* 

wird einfacher 

{^i)Pfp-^gx^ S n/-/"-*.../'JJo, 

neben 

sowie für eine Inyariante gx =^ go = G die entsprechende Gleichung gilt : 

Da für f^{x-\'i)^ die Werte /^ yersch winden, so ergibt sich mit 
Ausnahme des Falles gx^f^^ für a^ = i : gx^o nebst 64 = oder 
S f = o, und analog erhält man für a^ = 6^ = i : Aa; = C;^ = o nebst 
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Diese Oleichungen bilden die Ergänznng zu der früher gefundenen Formel 
S I := o and gelten für beliebige Eovarianten und Inyarianten mit Aus- 
schluß von hx^ff*g^. 

Wir bemerken noch, daß in dem Hermite'schen Ausdruck für hx 
sich keine Glieder fortheben, denn der Grad auf beiden Seiten ist 

In der Tat ist f^ vom Grade im—2)ij g^ vom Grade (m- 2)i + n, also 

tS = (w- 2) (8{m-i)k^ + S(w-i)Z<) + »S?< 
= {m—2)q + nv = w(g — /*) + l . 

Alle Kovarianten, für welche q^ fi, lassen sich folglich als ganze Funk- 
tionen der m 4- n Größen /i /i •••/"« 5^ fli ••• 9« darstellen. Nur für h^f* 
ist 9>^, es bleiben also die Fälle g</i zu betrachten. Für f^o 
ergibt sich alsdann unter Berücksichtigung der Werte von 

sowie unter Weglassung der Faktoren {—iYg^f,^y die Gleichung 

o= S (- i)*'"I(m- i)*«>(m-2)*i . . . 2*"»-* . 



15. 

Der für die Eovariante hx gefundene Ausdruck durch /) und g^ zeigt^ 
daß wie bereits Art. 13 angedeutet wurde, nicht mehr als 91» + n + i (also 
abgesehen Ton /*und g nur m + n— i) unabhängige Eovarianten existieren 
können, weil sich vermittelst derselben die w + n + i Größen f^ und g, 
eliminieren lassen, wodurch eine algebraische Gleichung zwischen den 
Kovarianten hervorgeht. Der Hauptvorteil der von Hermite entdeckten 
Darstellung besteht nun darin, daß die Größen /*/«••• /In^ 9i ••• 9« sämt- 
lich selbst Kovarianten sind, so daß mittelst der gegebenen Formel, der 
Definition des Art. 13 entsprechend, jede Eovariante und Invariante als 
raüonale Funktion von m + n + i assoziierten Kovarianten ausgedrückt 
wird. Zugleich sind diese assoziierten Eovarianten so beschaffen, daß 
die rationale Funktion aus einer ganzen Funktion mit dem Nenner Z*?-/^ 
besteht, der für !=== (m— 2)ft + nr von selbst wegfällt. Es versteht sich 
femer, daß die rechte Seite der Her mit ersehen Gleichung für ganz he- 
liebige Werte von I, k^ und l^ eine Eovariante darstellt, wenigstens wenn 
die einzelnen Produkte des Summenausdrucks gleiches Gewicht und gleiche 
Dimension besitzen. 
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Um nachzuweisen^ daß die Funktionen f^ und g^ Eoyarianten sind, 
wollen wir in den Gleichungen fOr 9I und %^ x um ^dx und S um üiS 
wachsen lassen, wodurch 

X{l-\-J%)^{Q^S^^irg{x-^Jx), 
nebst 

^1 ?;^ und 9 + <y,^| = i4«- 

hervorgeht. Setzt man hier 
80 erhält man wegen 

femer 

oder 

(g + 9),)"'9 (g - ^-U = e'»9'»('"-')(;»+/;)'»/'(a; - -_^^) , 

nebst 

Hier hängen auf der rechten Seite die ganzen Funktionen 

ebenso von xaz ab, wie die linken Seiten von ^a^. 

Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichungen nach den Potenzen 
Yon e resp. ^, so findet man 

folglich 
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80W1G 

9>,(l) = «'p'^'"-*>/;(:c)-/;(|a), 

d. L f^ ist KoTarionte vom Grade i{m — 2)y Gewicht i, Dimension fi»i 
und 9, ist simultane Eoyariante vom Grade f(w — 2) + w, Gewicht i, 
Dimensionen ft » i^ i/»i. Analoges würde ron den assoziierten Eo- 
Tarianten f^ und g^ gelten. 



i6. 
Als Beispiel fdr den Her mite 'sehen Satz wollen wir die Eoyariante 

benutzen, welche fflr gerade Werte des Index 2i zwischen 2 und m 
den Grrad 2 m — 4 »' , die Dimension 2 und das Gewicht 2 i besitzt. Die 
Gleichung 

■^^"'^ 1.2...» tA(0/(0 

liefert sogleich wegen q — (i^ 2i — 2 

f"-'^u = fu + ^iftfu-i - ^hhUi-t ••• + (-!)' ^iMifi ' 
Schreibt man ferner 

80 erhält man fOr ungerade Werte des Index 2 1 + i zwischen 3 und m 
«ine Eoyariante yom Qrr^A l^^m — z^i—iy Dimension ^=^^ und Ge- 
wicht g = 2i+ I. Da 

und 

2t-2»-l-2»-6 - ^ ^,^ 2».2f-l...t + 2'l^ ^ 

TfffT(^i-%) • • • + e i; 1 . 2 . . . t h^hi+i) ' 



1-2-8 

80 ergibt sich 

/•«•-S^ -/• , 2i-2t~3 ^ ^ 2t2t--l'2t -6^ ^ 

/ ^2* + ! -/2.+1 + 1.2 hhi-i 1.23 /«/»<-2 



, 2f.2t-l...i-f 2.1 
■^ ^"" ^^ 12...» ^'^+1 • 
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Wenn wir auf die Inkongruenz in der Indexbezeichnung der Funk- 
tionen f%fz ' ' 'fm einerseits und iff% - ^ -i^m andererseits hinweisen^ da 
dürfen wir ein etwaiges Mißverständnis wohl nicht befiirchten. Im Übrigen 
hat man 

also 

Für m = 3 , also /*a; = a^x^ + 3aia;* + . . . erhält man die Art. 5 angeführte 
Eovariante 

g{x) = - ^2 = (af - a^a^jx^ + (a^a^ - %a^)x + (a| - a^a^) , 
nebst 

3 

Ä(a;) « - ^3 = (3 aofliOg -2al- ala^x^ -\- ^{2 a^a^ - a^^Og - aoaias)^* + 

+ 3(«Jia| + ^oöt2«3-2afas)a; + (2a| + aoa|-3aia2a8J, 

wo beziehungsweise 

n=j) = ft=2 und n = p = /A = 3. 



17. 

Schon Olebsch und Gundelfinger haben bemerkt^ daß die Ko- 
Varianten /) und g^ durch einfachere assoziierte Systeme ersetzt werden 
können. Als solche bieten sich an Stelle der f^ die ^,- dar, denn wir 
sahen, daß ip^ das Gewicht i und den Grad fim—zi besitzt, während 
für i gerade die Dimension fi= 2 und für i ungerade [1^3 wird. Es 
sind also gegenüber f. Grad und Dimension erniedrigt. Zugleich werden 
die f^ durch ganze Funktionen der ^^ ausgedrückt. Denn da nach dem 
Früheren 

r^8 =/'8 +28/i/i- 5^f,f,+ 35fJ,, 
r^2=f2 +2of,f,- 2Sf,f,-i- 14/-,/;, 

f^tio-fio-^ 45/i/'8 - 120/;/; 4- 2io/;/i - 126/5/5 y 

rV'il = /il+ 35/2/9- 75/i/8+ 90/;/7- 42/'5/6, 
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usw., 80 erhält man dnrch Auflösung dieser Gleichungen: 

fs-f^ts- 28/-^,*« + 56/"* ^3 ^5 - 35^*1 + 630/- VI ^, - 

/b =/'**9 - 20/-*^,^, + 28/-*^3 V^e - I4/***4 TCä + 222/-VI V'ö - 

-492/'V8*8*4+ 280^»+ 1116^«^,, 
USW. 

Analog können die simultanen EoTarianten Q^ ersetzt werden durch 
<lie Überschiebungskovarianten bilinearer Dimension: 

•oder wegen 

Wir setzen Toraus^ daß i die Werte von i bis n annimmt^ während 
n^mm nicht übersteigt. Für fn<n würde man 

zu bilden haben. Für x^o ergibt sich 

•dagegen für fx = o und i > i , wodurch /i = — (i — 0/*/ , & = ^f/*/ : 
o = I - ^ + 2?, - 3li ± . . . + (- i)*-*((i- 3)?s - (**- ^)h + («- 0) , 

wie leicht direkt zu yerifizieren. 

Man erhalt jetzt die Gleichungen 
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osw.^ mitliin nach Snbstitatioii der Werte ron f^i 

fls = /■*»«- 3*i«i +^*s , 

usw. 

i8. 

Wir haben bisher die Eovarianten hx als sinmltane Kovarianten der 
beiden Funktionen f und g betrachtet Wenn eine simultane Eovariante 
eines Systems von noch mehr Formen gegeben ist, so lassen sich die 
bisherigen Entwickelungen ohne Schwierigkeit auf diesen Fall ausdehnen. 
Von besonderem Interesse ist dagegen der Fall g^^^fj in welchem ab- 
gesehen Yon fy die Funktionen Ufz- - -fm ^^^^ ^a^s * * - ^m ^^ ganze 
System unabhängiger assoziierter Koyarianten umfassen. 

Die im Art. 14 gefundene Gleichung 

kann für 
geschrieben werden 

Diese Gleichung zeigt, daß die ganzen Funktionen m-ten Grades 

jef'" + m2/ii8f''*-"* + • • • und fy^a^y'^-^-" 

gleichzeitig verschwinden, daß also die Wurzeln beider Funktionen im 
engsten Zusammenhange stehen: namentlich sind für reelle Werte von x 
die Wurzeln y und z gleichzeitig reell und komplex. Für fy^o wird 

eine Wurzel der Gleichung 

z"^ + mj^z""-* + m^/i ;?'»-» + • • • + /In = ^ , 

in der die Variable x offenbar ganz beliebig gewählt, also auch gleich 
Null oder Unendlich gesetzt werden kann. 
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Für x=^o wird z. B. 



wo 



— «.--*;- 



und 

Analog ergibt sich fOr x^oo, wenn man vorher durch a;"*^**~*) dividiert und 

-^'_ , = £ , sowie ^A_ = ,^ 
setzt: 

und hier wird für wachsende Werte von x 
wahrend 

+ (- !)• (?2 «0 »/" * «t ~ (* - «0 

den Koeffizienten der höchsten Potenz Yon x in f^ bedeutet 

Nach dem Früheren hat man ferner den Satz^ daß jede beliebige 
EoTariante gx von f mit dem Gewicht p und der Dimension f( aus dem 
Werte 

9X = -F(/(«)/"(«_i) . . . fj) oder ^o - 6^ = Fia^a^ . . . a^_^ aj 
durch den Ausdruck hervorgeht 

Schreibt man 

so kann man auch setzen 

p-" ^a; = 5(1 o /•,.../■„_,/;), 

wo die assoziierten Kovarianten f] als Koeffizienten der sogenannten 
typischen Gleichung für jef= - fr - 

X y 

definiert sind. Diese zuerst wohl von Hermite in Betracht gezogene 
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Gleichung^) hat für fy ^o die Wurzeln 

nebst 

so daß für fl: = y, e ^(m-i)f,(y) wird, während für bdiebige Werte 

Yon X und y : 

(rc-y)ier- 



I) OrelWB Journal Bd. 52, S. 27. 



IL Anwendungen auf die Theorie der algebraischen Gleichungen. 

IQ. 

Im Folgenden soll das Verhalten der typischen Gleichung f&r die 
Werte w = 2, 3, 4, 5, 6 näher nntersncht werden.^) Vorher mag noch 
die Bemerkung Platz finden^ daß die assoziierten Eovarianten /j- auch 
durch die Potenzsummen der Wurzeln der Gleichung 

ersetzt werden konuen. Denn führt man mittelst bekannter Formeln die 
Großen <yjt==S<^f* ein, so hat man wegen 6^_^o zu setzen: 



2 "Z ' "3/3 3 

^^11 1 « 1 3 

- ^ 1^1 1 1 , 

^-ri 1 1 1, 

»»9/9= - y <^»+ 14 ^2<^7+ 18 ^8^6+20 ^*^ö"' 4Ö ^« ^ß" 

1 1 3 1 , 

- 24 ^»^8^4"" 162 ^» "^ r44 ^2 ^« ' 



Die Summe der Koeffizienten in den Ausdrücken für m/^ betragt 



»I (i-D! 



i) Hier sind namentlich die zahlreichen Arbeiten von Gayley und Brioschi 
zu vergleichen, insbesondere das Fifih Memoir upon Quantics in den Phüos. Transact, 
^on 1858. 

4 
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Schreibt man aber a^=^ — ih^f^ , so erhält man 

^4- 4 («4+ Y a|) , ^^6 " 5 («5 + «8«») ; 

«Jg«- 8(a8+ ajae+ «8^5+ y ««+ «1^^+ a^a|+ __ «*) ^ 

^9- 9(«9+ «««7 + «8«6 + «4^6+ «|«6+ ^ «, «s «4 + y «I + « J «») > 



Die quadratischen Gleichungen. 

Für m = 2 und die quadratische Funktion 

fx = Äx^-h 2 Bx + C'^Äix- Xq){X'- x{) 
wird 

fxfy^{x-y)^{z* + f^), 

(x — y)z'^Axy + B{x -hy) + C . 
Folglich erhält man für y ^ x^^ die typische Gleichung 

£« + /i = £r«-y tf,«o, 
wo /*s » — z/ die Diskriminante des Art. 6 darstellt. Mithin ist 

^ = B«-^C-i^»(Xo-a:,)*=|-(V+V) 

nicht allein eine Invariante yom Gewicht und der Dimension 2^ sondern 
es folgt auch 

xr* = ^ = — dg oder JS = ± ]/z/ . 

Da aber 

z^Ay-^B^-B-^^ , 

also für beliebige Multiplikatoren tc und /3: 

(a - /Sy)jer = («^ + ßB)y ^aB-hßC, 
so ergibt sich 

t/ = ^ — \r- ä Ti Oder Xv = -;zz *^ — • 

2^ ßz + aA + ßB * ±ßyj'haA + ßB 



n. Anwendungen anf die Theorie der algebraischen Gleichungen. 51 

Für a oder /3 = o hat man demnacli 



A{x^-\- x^) =- - 2B, A(x^-Xi)^2y^ ^ 

während zugleich 

{X- x^)0^AxXf^'\'B{X'¥x^) -f C , 

^i 'f-= Ä{Äxx^ + BxTx^+ C) (AxXi-hBx~+ä^+ C) . 



20. 

Die kubischen Gleichungen. 

m= 3. 
Der kubischen Funktion 

fx = Aa^^ 3Bx^-\- 3Cx -{- D ^ A{x — x^) {x — x^) (x — x^) 

sind die Eorarianten f^x und f^x assoziiert ^ welche bereits Art. i6 in 
der Form 

g^^f.^A.x'-^iB.x+C.^^^lff], 
A^^B^-AC, 2B^^BC-AD, C^^C^-BD, 

A = - /i = »0^' + 3*1 a;* + 3hoo 4- t's = 2 [f'g] 
/o- 3ABC - A^D - 2B\ *!= 2AC^ - ABB - J?«C , 
i, « JLCD - 2B«Z) -f BC«, fj - ^D* - ^BCD + 2 C» 

entwickelt worden sind, und deren Grad, Gewicht und Dimension gleiche 
Werte haben. Zugleich wird ^* = -5- [/"A] . 

Nach Art. 10 muß die Invariante von g 

J^^(B,^- A^C{) = (BC - AD? - 4(B^ - AC) (C^ - BD) 
= A^D^ - 6 ABCD + 4 AC^ + 4 B^D - 3 D^C' - - 2 [^/^J, 

auch als Invariante zu f gehören. Diese stimmt mit der Diskriminante 
D^if) des Art. 6 überein und hat das Gewicht |> » 6 und die Dimension 
/i — 4 , so daß nach unseren früheren Sätzen für 

J^ F(ABCD) , /V« F(i o/i/i) , 
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erhalten wird. Zugleich ergeben sich durch Vergleichung der Potenzen 
Yon X die Relationen 

(2 BD + 3 C V= 2 hh-\- 5hh- ^C,(A,C^+ ^Bf) , 
{AB ^9BC)J^ ioh+9iih - ^B,{3A,C,-h 2B^) , 
J = Ai^ - 2 Bi^ + Cij = - J?»^ + 2 Cii - D*o ; 

Man kann auch die beiden f^ und f^ entsprechenden Kovarianten g 
und 1^ von h bilden, indem man die Koeffizienten AB . . . durch i^i^ . . . 
ersetzt. Dann ergibt eine leichte Rechnung 

so daß man auch auf diesem Wege die Invariante J hätte ableiten können. 
Außerdem findet man die zugehörige Invariante 

wie schon Eisenstein im 27. Bande des Cre{{ß' sehen Journals {Über eine 
merlcimirdige identische Gleichung, S. 105) anfahrt. 

Die f&r f^J gefandene Gleichung kann in der Form geschrieben 
werden: 

Daraus folgt, daß die beiden Faktoren -^(ä ± fVj) diitten Potenzen linearer 

Ausdrücke gleich sein müssen, weil ein gemeinsamer Faktor beider /*, g 
und h teilen müßte. Setzt man also 

h + fYI^ 2 {ax + 6)% h - fYJ^ 2 {a'x 4- h')\ 
so wird 

g^{ax-\' b) (ax + 6') = Aj^x^-^ 2 B^x + Cj , 
mithin 

aa^A^ , ab'-\-ab^2B^ , bb'=^C^ , 

nebst 

2a» = *o -^^yj, 2a'« = ^ - ^ yjy 

2an= i^-hByj\ za'^V^ i, - BYJ, 
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und wie mau leicht verifiziert: 

ab'-ba^yj oder a6'=B,+ -^y7, ab^B^-^yJ. 

Es ist nun leicht^ die Wurzeln der kubischen Gleichungen f^o und 
h^ Oy sowie der typischen Gleichung für z anzugeben. Denn da 

/•j/j« (ax + fc)' - {ax + 6')* und h = {ax + &)• H- (a'a: + 6')', 

so erhält man für f{y) ^ o und q^= i : 

ay 4- 6 « p(a'y + &') oder (a - a'(>)y = - (& - ft'p) , 

sowie för Ä(y') = o: 

ay'+ 6 = — p(«'y'+ b') oder (a + a'(>)y'= — (ftrh 6'(>) . 

Schreibt man aber 

— 1 

so haben die Einheitswurzeln p die Werte i, — j und — -^py so daß 
für y =* ajv : 

während för y' =^x^ i 

Für reelle Werte der Koeffizienten in f sind die Wurzeln y und y' 
nur reell bei negativer Diskriminante J. Denn f&r e7'< o nehmen a 
und a, sowie & und b' konjugierte Werte an, so daß nicht allein x^ und x^j 
sondern auch 

a;^ = 4- = ^- 

nebst x^y sowie o^^' und x^ reell werden Für e7'>o dagegen sind aba'V 
reell, und neben der reellen Wurzel x^ resp. x^^' die beiden a^jo;! resp. x^x^ 
konjugiert. Die Wurzeln 

a "" 2.4j ^^" a'~ 2^^ 

der quadratischen Gleichung 9 » o verhalten sich natürlich umgekehrt und 
sind reell für e7'>o, konjugiert fQr J< o. 
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21. 

Wir wenden uns jetzt zur direkten Auflösung der typischen Gleichung 

also 

Zufolge des Art. 1 8 hat man fOr jer = — /*, : 

X y 

f^xfy = (x - y)^{e^- 39^-h)^(X'- y)» (z - e^) {js - z^) {z - z^) , 

und hieraus folgt für y ^^ x^: 

z^^^gz + h , 

z^{Ay'\-B)x-C- — ^(,Ay + B)x + Ay^-^ 3By + iC . 

Schreibt man hier z = u-hv, so wird 

(u + r)* = w' + t;^- 3wt?(tt + t?) = 39i^ + ^)'^^ ? 
und man kann die beiden Größen u und v durch die Gleichungen 

ti' + f* = A und uv^g 

bestimmen. Da aber h^ — ^g^ = f^Jy so ergibt sich weiter 

und damit 

u'-^{h + fVj)^(ax + b)\ v^^^(h^fyj)^{ax-\-b')\ 

z^Q {ax + 6) + Q\a'x + 6') = w 4- 1? . 

Da wir aber g = {ax + 6) {ax + h') = uv gesetzt haben, so folgt qq'=^ ' 

und 

z=^Q{ax-^b) + Q^{ax + 6') = {aq 4- a'p*) a; + (6p + 6'p*) . 

Die Wurzeln der typischen Gleichung nehmen also jetzt die Gestalt an: 

jßTo = (a + a')ir + 6 + 6', z^ = (a'j* - aj)a; + (6'j* - ^J) j 
^t = (ötj* - a'j) a; + {hp - b'j) , folglich Zq + z^ + z^^o, 

^0 + ^li* - ^iJ = 3(«a; + 6) , ^0 - ^iJ + ^ji* = 3(a'^ + &') • 
Durch Quadrierung findet man leicht den Wert 

jer*- 2g^g -h = (>*(aa; + 6)*+ pCa'a: -h fe')-. 
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Vergleicht man ferner den Aaedrack 

und läßt y unendlich zn- oder abnehmen^ so folgt 

Ay^B^i^{a + aQ)Q oder C + - - - (6 + J>)p , 

woraus neue einJEAche Ausdrücke für die Wurzeln y ^x^ gewonnen werden. 
Man erhält sogleichy eyentuell mit beliebigen Multiplikatoi^n a und ß: 



^ = - 



a;, = -- 



aj^-aj-B 



^ J> ^ aj{a' - aj)-^uB-\-ßD ^v 

bj^-b'j-hC ßjib'~-bj)-aA-ßC ^^ 



nebst den Ausdrücken für die Lagrange'sche Resolrente: 

Ä(xQ + xJ^'-xJ)^3a , 

ä{Xq-xJ-\-xJ^)^ Sa- 
Den Yorstehenden Gleichungen gehen die weiteren Formeln parallel: 

-D(]^ + ^ + ^)=-3C=- ä(x^x^ + x^x^ + x^x^) , 

^ ("x7 " i" "^ iv) = - 36'= - ^(iCi^a -i^2^o +i*^o^i) ; 
während die Invariante durch 

J= !),(/•) = - 2^ Ä\x^ - x^)'(x, - x^)'{x^ - x^? , 
und die Eovarianten durch 



1) Zur Verifikation der Gleichung - = dienen die Formeln 

d — a A 
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ak FanktkiDeB der Wimefai gegeben sind, wobei die symmetriflche 
Samme ^ aas seAs GUedem besteht.^) Die Difikriminante der typisckea 
Gleickiag wird f^J^ die KoTarianten g und h aber geben über in 

gs^ -r 4r -r ^* nnd he* + ^g^£' -f sghe + A* - 2g*. 

Dtabei bat mam « jr -r 6 dnrch 

. ax + 6) j? + (a'x + 6'}*)p , 
md a'jr^h dnidi 

. a'x + 6') £ + '.ax -h 6;*)p 



Die Werte tob x^ nnd x/ sieben in direktem Zusammenbang. Denn 
wenn die Wnisd m for x = y ' Terscbwindei^ so erbalt man 

«'= y_ 

nnd da xennoge der typischen Gleicbnng h gleichzeitig Terachwinden mnft, 
so wird 

/ c+P\ 



Anf diesBM Wege gehen durch Einfobnmg der Terschiedenen fnr y ^ x^ 
g^ifiimliiiii Anadrade die entsprechenden Formeln f&r y'=x/ henror^ 

analog wie man die Wunehi £^== v-^Xx + ^x— C ans den Werten x^ 

ableiten köamte. Indenen gelangt man zn ein&chanrai Ansdracken for x^ 
dnnrb die folgcsiden Betracbtnngen. 

22, 
Es ist nicht ohne Interesse« die allgemeinere Gleichung 

fcf— * = Ä ,x - r^^ Jf - li^ X - j,^ = f = o , 
mit dem Differential 

rff = fdtr -r :- rfx = O 



:* F^ die KoefEzieBtea t^ in h gtiktea die ähclicheB S 

^ = ^ -^'^vX»'- 3x*'Xi-f 2X,X, j»^ , 
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au&nlosen^ wenn w eine beliebige Variable bedeutet. Man braucht dazu 
in dem Ausdruck ftlr f nur 

an Stelle der Koeffizienten AB CD zu setzen^ wodurcb 

2fi = ^i(w«- J), »i = -Bi(t(7«- J), ©1= Ol («;«-/) 
herYOi^eheU; und die entsprechenden Werte der Eovarianten 

nebst der Diskriminante ^^ J{w^ — J)^ erhalten werden. Dann ist nicht 
allein 

sondern auch 

t, - f |/3 == 2 (a'a: + by = 2 (a'a? + 6')»(m;« - e7) (u; +yj) , 
und für 

^» ^ (tc;2 - J)(u; -|/7 ) , ^'» = (tr* - J)(w-^yj) : 

Neben 

X ^ .^ und X = -^ 

* o— a Q * a+a ^ 

wird jetzt 

__ b — b'p_ ft5 — ft'&'^ 

*^* a — d'Q^ fta — ft'a'p ' 

so daß für «;= oo, ^ = ^', j^ in rc^^, und fOr m? = o, ^^YJ ^ ii'=—yj^ 
jj in a:^' übergeht. Den Gleichungen endlich für f{y) = o : 

Ay-{^B^{a-{-aQ)Q und C ■\ — = -(6 + 6'p)9 

entsprechen für f (?) = o oder h = wf die Werte 

und 

fc 
oder 

_ Qia + fi'a'g)p — Bto + h -P w — t, 

** Ätc — i^ Q*6 + ^'6'p)^-fCu? — t. 

Für fr == o erhalt man daraus die Wurzeln von h in der Form: 



»0 it-(b''b'Q)Qyj 
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23. 
Die biquadratischen Gleichungen. 

w = 4. 

Die assoziierten Eovarianten der biquadratischen Funktion 

fx-= Ax^+ ^Bx^-{- 6Cx^+ /[Dx + E = Ä(x-Xf^) (x-x^) (x- x^) (x - x^) 

sind gegeben durch die Ausdrücke vierten und sechsten Grades 

9 = -^,=- f.f, - ff„ = - Y [//•], 

Ä.=B*-AC, 2B.=BC-AD, 

Ei = D*-CE, 2Di = CD-BE, 

und 

Ä = - *, = 2 (f,g - fg,) = 2 [fg\ , 

= %^x^ -^ 6t,x* + 15^«* + 20/,«'+ if)i^x* + 64« + »g , 

i^^2{ABi-BA{) = iABC-A^D-2B*, 

ii = ACi- CA^ , 6t, = 9^C» - A*E - 2 ABB - 6B*C , 

«, = 2 (5(7, - CB^) , 3», = 2 UD, - D^i) = iACD - ABE - 2 B*D , 

i^^BD^-DBi, 2i^ = AE,-EAi = AD*-B'E, 

»^ = 2((72), - DC,) , 3*1 = 2(BJ5;, - 1;^) = ADE-3BCE+ 2BD^ , 

%^CEi- ECi , 6»5 = AE* + 2BDE + bCD* - gC'E, 

», = 2{.DEi - ED^) = BE* - 3CDE + 22)», 

nebst der Jnvarian/e der Art. 6 und 10: 

G = t, = AE-4BD+3CC=j [ff\, . 

Da if^ Tom Gewicht i, so ist för g^ h und G das Gewicht p = 2^ 3, 4. 
Wir bemerken noch die häufig anwendbaren Formeln 

3C,= BD-AE+^-G, 

Ci=C*-BD--^G, 

4Ci = C'-AE+jG, 

so wie 

4*1 »j = »0»* + 3ith > 9itü = Ve + 8»,«, , 

4t»»5 = »j»6 + ihü> 2 Cij = ^»5 + Eil = -Bt^ + D», . 
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Man kann nun, indem man die Koeffizienten AB . . . durch A^B^ . . , 
ersetzt, die entsprechenden Kovarianten g, 1^ und @ aus g bilden, und 
erhalt durch direkte Rechnung die Werte 



9 



mit den zugehörigen Gewichten 6, 9 und 8, während zur Abkürzung ge- 
schrieben ist: 

H^ ACE + 2BCD - AD' - B^E - C« = - y [fg]^ . 

Diese bereits im Art. 6 betrachtete Gröfie aber ist als Quotient der Ko- 

Varianten -^, neben G selbst eine eweite Invariante von f mit dem Ge- 

-wicht 6. Die Invarianten G und H, deren Ausdrücke bereits Eisen- 
stein, Boole und Gayley gefunden haben, werden bekanntlich von 
TVeierstraß durch g^ und g^ bezeichnet. Will man auch die Invariante ^ 
berechnen, so geht der Wert hervor: 

Wir wollen noch einen Augenblick die Kovariante 

j^=^fH-\-gG vom Grade 4, Dimension 4 und Gewicht 6 

betrachten, deren höchstes Glied durch — Jx^ gegeben ist, wo 

J=-AH-A^G, 

Nach dem Hermite'schen Satze für f^'-'gx folgt 

rj, = - 4/",* - fi oder 45^' - Ä' = PifH +gG), 
Dieselbe wichtige Formel ergibt sich für gx = fl", wodurch 

pH = uu - n - fi = /• V, ^4-4 i>l - ri 

h» = 4</» - Ggf* -Hp = ^{g- XJ) ig - kj) (p - X,f) , 
»•» = 4-<lf - A*A^ G - Ä'H= 4 Ui -Ai^) U, - AX^) U, - AJi,) . 

Hier werden A^A^itj die Wurzeln der sogenannten kubischen Resolveute 
4X'^=GX + H}) 

I) Man kann diese Gleichung auch in der Form der Determinante 

A B C-2l=o, nebst H=-ABC 

I 

B C+X B ' BGB 

,C-2Z 2> E ' CJ)E 

schreiben, wie Aionhold (Greuels Journal Bd. 52, S. 95) bemerkt hat. Die kubische 
Besolvente findet sich bereits bei Strehlke (Grelle ßd. 12, S. 358). 



60 Algebraische Invariantentheorie. 

Man schließt daraus, daß in dem Ausdruck 

die drei Radikale 

Vg - Xf^ Px^ + 2Qx-\-E 

rationale Funktionen von x sein müssen. 

Hier wird 

Nun ist aber identisch 

(5C-^2)-2BA)«=(5«-^(C+A))((C-2A)»-^£)+^(4A«-(?A-ffj, 

also 

4(^1 - BX)^ = Ui - AX) ((C - 2 X)« - ÄE) , 
oder 

Damit folgt weiter 

PR=C^-BD-X{C-{-2X), 

und wenn man von der Gleichung 
Gebrauch macht: 
so daß 



Q'-PR=^3X*-\g. 



Es yersteht sich übrigens yon selbst^ daß die Vorzeichen der Radikale 
PQund 12 insoweit unbestimmt sind, als B\e gleichaeüig umgekehrt werden 
dürfen, damit die Produkte QR, PR und PQ ungeandert bleiben. Auch 
beweist man leicht das Stattfinden der drei linearen Relationen 

o = {C-'2X)P-2BQ + AR, 

o=^DP-2(C-^X)Q + BR, 

o = EP-2DQ + {C-2X)R, 

welche durch Multiplikation mit PQR verifiziert werden können. 

24. 

Die Auflösung der Gleichungen f^o und %»o ergibt sich jetzt 
ohne Schwierigkeit. Denn da neben 

g-Xf^{Px*-h2Qx'\'R)\ 
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wenn l' und X" die übrigen Wurzeln der Besolrente bezeichnen, auch 
g-l'f~{P'x'+2Q'x + Ry und g^ l"f={P"x'+ 2Q"x + R"?, 

80 fo^ sogleich 

a"- i')/-= (P'x' + 2Q'x+ By - (.p"x' + 2 Q"x + R'y 

= ((P'- P")x* +2{Q'- Q")x + R'- R") X 

X ((P'+ P")x' +2(Q'+ Q")x + R'+ R") , 

und durch Auflösung quadratischer Gleichungen: 

(P' - P")x ^±S-Q'+Q" und (P' + P")x ='±T-Q'-Q", 
wo 

s* = (ö'- Q'y - (P'- p") .(«'- Ä") , 

T« = {Q'+ Q")' - (P'+ P") (i{'+ Ä") 

gesetzt ist.') Dadurch sind die vier Wurzeln der biquadratischen Funk- 
tion fx bestimmt. 



SelbstrersiSndlich gehen die den Vertauschungen der Wurzeln kX'X 
entsprechenden Zerlegungen parallel: 

a - A")/-- ((-P"- -P)«* + 2 (Q"- Q)x + R"-R) X 

X ((P"+ P)x* + 2 (Q"+ Q)x + R" + R) , 

a'- A) /•= ((P - P')«* + 2(^ - ^')a; + R-R')x 

X ((P+ P')a;»+ 2 {Q + e')a; + i{ + E') , 

fOr welche die Wurzelausdrücke zu bilden sind: 

(P"- P)x = ± s'- Q"+ Q , (P"+ P)x = ± r- ^"- ^ , 

S'*^(Q"-Q)'-(P"-P)(R"-R), 

. T''=(Q"+Q)*-(P"+P)(R"+R), 
and 

(P-P')a; = ±5"-^+<2', {P+P')x = ±T"-Q-Q', 

S"* = (Ö - «')» - (P - P') (U - Ä') , 

T"* -(Q + gy - (P + P') (B + iJ') . 



^f 



i) Übrigens wird sich heraasstellen, daß die Größen 8 und T nicht voneinander 
Terschieden sind. 
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Der Wert 

h = 2 y{9-Xf){g'-k'f){g-k"~f) = 2]J{Px^ +2Qx + R) 
aber liefert, wenn 

geschrieben wird: 

^_2§ -2J2 a^-2ag-2/Ji2 



ic = 



2P ^ + 2^ |3.a + 2aP + 2/jg ' 



und da die den drei Wurzeln kk' X" entsprechenden Größen P^Q^E^a^ 
je drei Werte annehmen, während die Radikale PQRfi doppelte Vor- 
zeichen besitzen, so sind dadurch die sechs Wurzeln x von h vollständig 
bestimmt. 

Es ist von Interesse die oben abgeleiteten Zerfallungen Yon fx in 
quadratische Faktoren mit einigen weiteren Zerlegungen zu vei^leichen, 
die sich auf folgendem Wege ergeben. Wir schreiben fx = ^i mit den 
beiden Faktoren zweiten Grades 

gili= l^x^ -\- 2n^x-\-nj^ und l^^ = l^x^ -{- 2m^x + n^ , 
wodurch 

Setzt man femer 

L = Ax*-{-2Bx-^Cy M^Bx^ + 2Cx + Dy N^Cx^ + 2Dx^E, 

so folgt 

f-^Lx^ + 2Mx + N, f,^Lx + M und f„ = L, 

Die KoTarianten g und /( aber nehmen die Form an 

/* = j2 1*1'"= 2 ((i-^i - LiM)x'' + (LNi - L^N)x + MN^ - M^^f) , 
wo L^M^N^ ebenso von A^B^ . . . abhängen, wie LMN von AB . . . 

Schreibt man jetzt 

Al^,l^,=^ a {Ax^ -h 2{B - P)x + C - 2X - 2 Q) , 

ag,g,= {Ax^-{-2(B'{-P)x,+ C-2X'\-2Q), 

wo a einen beliebigen Faktor bedeutet, so ergeben sich die Bedingungs- 
gleichungen: 



II. Anwendnngen anf die Theorie der algebraiflchen Gleichungen. 63 

ÄD^B(C-2l)^2PQ, 

ÄE^(C-2X)^-4Qr 

Diese Gleichungen liefern nicht allein genau die früher abgeleiteten Werte 
von P*Q^ and PQ, sondern geben anch durch Elimination von P und Q 
die kubische Resolvente für A. Mithin dürfen wir setzen: 

/i = a, Am^^aCB-P), Äni = a(C - 2I- 2Q) , 

al^=-A, am^ = B'\-Py an^ = C - 2X -h 2Q . 

Aus diesen Werten gehen sogleich die Ausdrücke hervor: 
miWj = (7+A, iiW, — ZjWi= 2p, ^1^2 - ZjHi« 4^, 
ZjWj 4- ij«i= 2{C — 2I) , 6X= 2m^m^ — Z^n, — l^n^ , 
A{m^n^ — m^n^ = A^Q — 2 (C — 2X)P , oder rn^n^ — wi^f^^ = 2 jR . 

Damit erhält man auch 

Man kann femer die Zerlegung von fx in der Form herbeiführen: 

(C + A) Si £1 = a' ((B + P)a;» + 2 (C + A)a: + D - JB.s 

a%^= (iB-P)x^ + 2iC-\-k)x-hD + B), 
oder 

(C+ X)l^=a\B+P^ , Wi= a', iC + X)n^^a'(D - JR) , 

a'l^ = B — P f am^ = G'\-kf a'n^=-D + R, 
nebst 

^a' = a{B - P), (C + k) (l^n^ + l^n^) = 2 {BD + PR) , 

AR^2BQ-iC-2k)P und 2(C+ A)ö = Bü + DP. 
Endlich wird auch 

-E|i£i= a"((C- 2 A + 2 Q)x^-\- 2{D + Ji)x + E) , 

»"5,&, = ((C- 2 A - 2 Q)x^+2(D - R)x + £) , 
oder 

Ely^ = a"(C - 2 A H- 2 ö) , Em^ = a"(2) + B) , w^ = a", 

a'%= C - 2 A - 2 Ö , a"w, ^D-R, a'n^ = J?, 



I 



1 



J5o' = o"(J[) + B) , EP=2BQ-{,C-2X)R. 
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25. 

Wenn man von der gegenseitigen Vertaaschong der Faktoren Ij 
und {, absieht, gibt es offenbar nur drei mögliche Zerlegungen fic = ^i^, 
welche den drei Wurzeln der kubischen Resolvente entsprechen. Um 
die im Vorstehenden gefundenen Zerf ällui^n miteinander zu Tergleichen, 
setsen wir^) 

a''-X'^lili'b{(P'-P")x* + 2{Q'-Q")x + B'-R'^, 

hUU- {P'+P")x*+2{Q'+Q")x + R'+R", 

mithin 

vA"- l')i, = 6,P'- P") , iX"- l')m^ = HQ'- Q") , 

.l"-A')^H=6^i^'-i^"^ 

6J,= P'+P", hm^^^Q'^-Q", bn, = R'+S", 
nebst 

a"- l'- (hm^- km,) = vP'- P") kQ'+ Q": - vi*'+ P"' Q'- «") ' 

oder 

^r-A')P = P'^"-P''e', 
4M>wie 

.M"- l'Mi^p-R"- P"R\ .l"-l' R^Q'R"- Q-R' 

Dann erhilt man die Relationen: 
hyP- P' - r-l'a = X'- i')«' ^tl = r-X'^a" ^^±^ , 
«.PV P- ^ .46 . o P'-r P- = vÄ- P fc , 

rt^^W' -vfi-i•^. « v-v" =X-Xb. 

a ' K - iJ - f -' - 

: W...»3i.a ; ;' 1,1» vvser .;-i j.j» ÄiÄi.«o. sc • I:vi« «m auf Wid«t- 
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Die Elimination der Faktoren aa'a"h ergibt: 

P'-P".Q'-Q":R'-B"=A:B-P:C-2X-2Q = 

= B+P:C+i.:D-R'^C-2X + 2Q:D + R:E, 

P'+P":Q'+Q":B'+R"=A:B + P:C-2X + 2Q = 

9 

= B-P:C + 3L:D + B'C-23i-2Q:D-B.E, 

Die zyklische Vertauschung von Ail'A" aber liefert: 
P"-P:.Q"-QtR"-B = Ä:B-P':C-2l'-2Q' = 

= B+P':C + i':D-B'=C-2X'+2Q':D + B':E, 
P"+ P: Q" + Q: B" + B^Ä: B + P': C - 2l'+ 2Q' = 

= B- P' : C + X' : D + B'= C - 2X' - 2Q' : D - B'i E . 
P - r : Q - Q' : B- B' = A.B - P" : C - 2X" - 2Q" ^ 

^B+P":C + X":D-B"=C-2X"+2Q":D + B":E, 
P+P':Q+Q':B + B'='Ä:B+P":C-2X"+2Q"= 

= B-P":C + X":D + B"=C-2X"-2Q":D-B":E. 

Ans diesen Proportionen lassen sich eine größere An7,ahl Ton 
Oleichungen zwischen PQBP'Q'B'P" Q"B" ableiten. So folgt ans 

Ä(QtQ')'(BtP")'P^'P') und E(Q?pQ')^(D±B")iBl^B'), 

P'P"^ÄQ-BP, B'B"=DB-EQ, 

P"P^AQ'-BP', B"B = DB'-EQ', 

PP'=^AQ"-BP", BB'^DB"-EQ". 

Ferner erhält man die Werte 

2Q'Q"^BB -DP =P'B"+P"B', 
2Q"Q = BB'- DP' = P"B + PB" , 
2QQ' ^ BB"- DP"= PB' + P'B , 

xmd wenn man die gefundenen Gleichungen resp. mit PBQ multipliziert: 

PP'P"=ABi-BA,^\i,, 
BB'B" = DE^ - ED^ = j »« , 
2QQ'Q"=BD^-DB,^^. 



«6 
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Auch wird 

P''R-,l-r)Q'+Q''Q, 
PR'~kI'-1)Q"+QQ', 

p-Q-d-r^P'+PQ", 

PQ'~X-VP"+P'Q, 



luhti 



P"R'=a'-l")Q+Q'(r, 
PR"={l"-ljQ'+Q'Q, 

P'R^-a-l' Q''+QQ', 

Q''R'=a'-r,R+q'B', 

Q^'^a'-l R'+Q"R, 
Q'R-^a-l' R"+QR'- 



26. 



Wir bStanai jetat dea Wondn 9 = 'j iet Glaehimg fg^o cnw ein- 
fikdk«>i« Form s<^Im&. wwn wir 



:« — «■ — ;>■ 



f*ta*9L. w> c J Bai das Tc>rxricli«n «ks lt»«^-Tr«l» « beliebig gevihk werien 
«üSr^KL. UatersB^^t saa die TvxscbiedeiieB Zeiksunsoi ron fj, so er- 
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n. Anwendungen anf die Theorie der algebnÜBchen Gleichungen« Q1 

3) far ii = a'^^, i, = ^(5-P), usw. 

*? •= (^+xy ((^+ ^)' - (B+ P) (D - R)) = (^^J* (ö'+ ,?")«, 

«.* = ^. ((<^ + ^)* - (-B - -P) (-D + 1?)) = „4, (Q'- gy, 
sisi = ö - 3 A' = (^f-T= a'- ^")*- 

4) fttr j^=a" ^~y^^ , i, = ^(C-2A-20, usw. 

«1 = (i'y ((^ + ■'^)*- ^(c^- 2 A + 2 «)) = (^)* (R'+ sy, 

sl - -U {{D - JR)'- E(.G - 2X- 2Q)) = -±, (ü'- iJ")», 
Aus dem Vorstehenden entspringen die Wurzelausdrücke 

(P'-P")y = ±(X'-r)-Q'+Q", 
(P'+P")y^±a'-X")-Q'-Q"; 
Äy = -B+P±(P'+P"), 
Ay=^-B-P±{P'-P"); 
[B + P)y=^-C-X±{Q'+Q"), 
{B-P)y^-C-X±(Q'-Q"); 
{C-2X + 2Q)y = -D-R±{E'+R"), 
{C - 2l - 2 Q)y == - D + R ± (R' - R") ; 
B'-B 



y 

Ü'+Ä" 

y 



= Ta'-r)-(?'+ö", 

= q:(A'-r)-(;>'-^"; 



^Zlli--^ = -£+PT(P'+P"), 

C-iX+ ^Q^ _ 2? - P T (P'- P") ; 

y ^ j 1 

^--* = -C-A:F(Ö'+<?"), 

^;^* = -c-;iT(g'-r); 



68 Algebniflche Invariftnieiitheorie. 

y 



Durch zyklische Vertauschung von AA'A" resp. PP'P'\ QQ'Q" und 2iÄ'it" 
gehen selbstverständlich weitere analoge Ausdrücke ftbr die Wurzeln y 
hervor, von deren Hinschreiben wir jedoch absehen dürfen. 

Da die Radikale PQR durch ihre Quadrate gegeben sind, währ«id 
nicht bloß die Produkte QR^ BP und PQ, sondern auch die Werte von 

rational bleiben, so darf man gleichzeitig die Vorzeichen von je zweien 
anter ihnen umkehren and erhält dadurch ans einer Wurzel a^j^.die drei 
fibrigen, z. B. 

Ax^+B^P+P'+P", Ax^ + B^P-P'-P" , 

Ax, + B = -P+P'-P", Ax, + B^-P-P'+P" , 
sowie entsprechend bei den übrigen Formeln. 

Bildet man die Produkte 

{V - P») {V - P'») (» - P"*) , 

(V - Q*) (fi - Q'*) (V - Q"*) und (r - B*) {v - B'*) (v - B"') , 
80 folgen zur Bestimmung von P*Q*B^ die kubischen Gleichungen 

//(t; - P») = r»- iAy+ I Ui, - Bi,)v - {- i^ = o , 

//(« - J?») = «« - 3i^»» + 1 (Dts - Ei,) V - ^ i| = o , 
wie man leicht durch direkte Rechnung findet. Ebenso erhält man 
JJ(w -PQ)''w'- 3B,w* + \- Uü - -»»o)«- - T ioh , 
JJ(w - PiJ) = «;» - 3 (C, - -\- (?) «>»+ 4 [^»5 - B^^ ^Di,-Eii]w-^i,ü, 
JI(w - QB) =. w» - 3 A «'* + Y (-ß'e - E%) w - ~ /, t« . 

Die Wurzeln der Gleichung g{y') = o ergeben sich auf folgendem 
Weg. Im Art. 23 hatten wir beim Übergang Ton f zu g die Eorarianten 
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und die Invarianten @ und ^ abgeleitet, wodurch die Diskriminante 

hervorgeht Bes&eichnet man die entsprechende kubische Resolvente durch 
«o überzeugt man sich ohne Schwierigkeit, daß 

Damit erhält man dem Ausdruck g — Xf entsprechend 

so daß beim Übergang von f zn g der Faktor A' A'' zu g — Xf hinzutritt. 
Mithin geht auch Ä^-ÄX^P^ über in A'A"P« und 



A»'+-Bi=S±/X'^"Ui-^^), 



wenn das Produkt der in der Summe enthaltenen Radikale mit Hiq im 
Vorzeichen übereinstimmt. 



27. 

Um jetzt zur biquadratischen typischen Gleichung überzugehen, deren 
Koeffizienten die assoziierten Eovarianten von f sind, setzen wir für 

{X - y)0 = {Aoc^+ 3-B^*+ 3Cx + B)y + (JBa:*+ zCx^-^- sDx + E) ,. 
nebst 

fWy = (^ - y/(^*+ 6/i£f*+ 4/i^ + A) = (^ ~ y)*/Z(^ - ^i) ^ 

oder da 

f,-^r^,-3^i-Gr^3g\ 

pxfy = (x - y)*(^*- tgz^- 4Ä5 - 3i7*+ <?H . 
Für fy = o folgt hieraus die typische Gleichung: 

also 

<i%^^2g, ffji^i2h, <T4- 4(2 15^*- (?/■*) , 

I) In meiner Abhandlung Zur BedukHon eUipUscher Integrale, S. 67 ist im 
Werte von iik = lg^ — ^{X*-h2XiXi) der Faktor 2 irrtümlich ausgefallen. 
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nebst 

Die Inyarianten G und H gehen über in Gf^ und J3/**, die Wurzel il 
in Xf, während gleichzeitig 

Px^+2Qx-{-R^Yf^f durch ^'+ -^+ <7+ 2^/* 
zu multiplizieren ist. 

Zur Auflösung dieser Gleichung schreiben wir 

und erhalten 

sowie durch fernere Quadrierung: 

Vergleicht man damit den Ausdruck 

6gz^-h4hz+ 35f*~ G/"*= i2gw -{- ^hz -h 6gQu^+ ^g^- Gp , 
so erkennt man leicht^ daß beide Werte identisch werden, wenn man 

und 
also auch 

setzt. Hieraus folgt, daß für u* = v die kubische Gleichung 

die Wurzeln u^, wf und tt| liefert. 

Diese Gleichung aber geht durch die Substitution v =^g — Xf nach 
leichter Reduktion in die kubische Resolvente 

über, so daß als die gesuchten Wurzelwerte sich die Ausdrücke ergeben: 

u^^g- kf^ (Pa?*+ 2 Qx + Sy und jer = S V ff - Xf -, 
die Vorzeichen der Radikale müssen dabei der Gleichung 

1/7377. YJ^jTf. W-lTf^ 4" * 

entsprechen, wodurch die vier Wurzeln z^z^g^z^ völlig bestimmt sind. 
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Sclireibt man wie Art. i8 g=^x^t und läßt x unendlich wachsen, 
80 folgt 

nebst 

Dieser Ausdmck endlich liefert wegen y = x^ die Wurzeln x^x^x^x^ der 
Funktion fx, wenn die Vorzeichen der Radikale der Gleichung 

genügen. Man sieht^ daß ähnlich wie bei den kubischen Gleichungen, die 
Benutzung der typischen Gleichung auf direktem Wege zur einfachsten 
Form der Wurzeln der biquadratischen Funktion führt. 

Die far v ^g — kf gefundene Gleichung liefert 

und wenn man die Eoef&zienten der höchsten Potenzen von x Tergleicht: 

Udo - P*) = »»- 3 A,v'+ 3 (A* -j^Ä'G) v-^i*, 
wahrend für x^ o: 

JJiv - B*) = »»- 3E,v*+ 3 (El -^^E'G)v- \ »/ . 
Die Formel 

ergibt identisch 

Al-l,A^G= \Uh--Bi,), 

E\-^E*G^\{Di,-Ei,), 

in Übereinstimmung mit den Resultaten des Art. 26. 
Vergleicht man die Ausdrücke 

Yg^^=^Px^^2Qx-\-R, 

= Uy + B)x^+ {Ay^+ 45y + 3 C)a; - 2) - I , 
so folgt 
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wo die vier Wurzelwerte von y den zulässigen Zeichenwechseln von 
PP'P" usw. entsprechen. Man findet nunmehr leicht 

SP'P"= Y (SP)»- 4 SP»= ^SÖ - S SP 
und analog: 

nebst 

PP'P"=|jo, <2«'Ö"=|t3, BR'R"=^i,. 

Damit gehen die drei Produkte hervor: 
JJ(M - P) = u*-iAy+B)u*+ (I ÄUy'+ 2By + C)-Ä^)u-^i,, 

JJ^u-Q)=u'-(\(Ay*-^)+By-f)u^-l(ADy + 2BD + ^f)u-',i^, 

welche den oben gefundenen Werten von JJ{v — P^).., und JJiw — PQ)- 
zur Seite stehen. 

28. 

Es sollen jetzt die bei der UntersuchuDg der biquadratischen Funktion 
auftretenden Größen durch die Wurzeln x^ ausgedrückt werden. Wenn 
Ji für x== Xq und x^, J, für x^x^ und x^ yerschwindet, so ergeben die 
Zerlegungen der Art. 2/^/2^: 

1». B-P C+1 



^ . ^ + Jg =^2^'~^ 



C-2X + 2Ö P'-P 



" y 



w, B + P C + X 

«^ » i, ^ £-P 

^_ , B-B ^ Q'-^Q- 

0-21-2Ö P'+P'^ 



^<>^i 7i ^ B + P (7-2X4-2^ p'_p"' 

^^^^ l^ " a' B-P'" C-2X--2Q P'~+P" 
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Hieraas folgt niclit allein 

^ Q = Ä(x^x^- Xf^Xi) , 

4 iJ= ä(xqXi{x^ + x^) - x^x^ix^-^ x^)) y 
neben 

^B^- A{x^-\-x^-\-x^-{-x^) y 

bC = A{x,x, + x,x^-^x^x^^x,x^+x,x,-^x^x;)y 

aD^-A{x^x^{x^-\-x^)-^x^x^{Xq-^x{)) y 

JLj ^ UX. »VA Xy %4/a X9 y 

sondern auch 

^P' = A{x^- x^-^- x^- x{) y ^T" ^ A{Xq- x^- x^^ x^) y 
/^ Q' =^ A{x^x^- x^x^) y A Q" ^ A{x^x^- x^x{) , 

:\ K = A{x^x^{x^ + x^) - x^x^{Xq^x^)) y 

^ R" ^ A{xqX^{x^-{' x^) - x^x^{x^+ x{}) . 
Schreibt man femer 

C) =^{Xq-X{){X^-X^), (S'-=(Xq-X^)(X^-Xi) y 

i5"= (Xq— x^){Xi — x^) y (S + sy'+ ©"= o , 

so geht die Gleichung 

über in 

A = j2^(ü5'-0^"), nebst X'= ^^A(m''-c5) , und A"= ^ ^(ET - ©') , 

folglich auch 

4 ' 4 4 ' 



i) Es mögen noch die Summen S^^, S^^^Q 'ond QaS untersucht werden. Man 
findet leicht die Ausdrücke 

SoP= g A{Xi-x^){x^-Xj^)iXj^-Xi) , 
SaQ=-jAxQ{Xi-x^){x^-Xs){x^-x^) , 
SoR^jAxi{x^ — x^){x^ — x^)ix^—Xi) , 

miiJ^in aUCh 

Sffl(P«* + 2^ic + J?)= ^- A(Xi — X^ • X^ — X^ • X^ — Xi){X — Xf^)* . 

Daraus folgt, daß die Summe 

abgesehen Ton konstanten Faktoren, die Quadrate' der linearen Faktoren der Funktion / 
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Die entwickelten Formeln zeigen, daß zwischen der biquadratifichen 
Gleichung nnd der kubischen Resolvente eine gewisse Beziprozitat be- 
steht, sofern nicht allein die Wurzeln x^ mittelst der l, sondern auch 
die Wurzeln X durch die Xj^ ausgedrückt werden, so daß die Auflosung 
kubischer und biquadratischer Gleichungen gegenseitig aufeinander reduk- 
tibel ist.^) Übrigens ist leicht einzusehen, daß man an Stelle Ton 

X^^ÄCtr'-l^'') eine kubische Resolvente fOr A ^ l' - l" ^- ^ Änf 

konstruieren kann, welche die Form hat 



4^»=3Ö^±>^G'-27ir». 



darstellt, wenn man die Yoizeichen zweier Radikale beliebig annimmt In der Tat 
erh&lt man durch Mnltiplikation der yier Aggregate 



(i"-r)>/^x/-±(z-r)v7^riY±(r-X)>^i?-r/-, 

wie schon Caylej andeutet, fSr beliebige Werte yon f und g den Wert 

i) Man wird, um die Wurzeln einer kubischen Gleichung durch die Xj^ zu be- 
stimmen, diese Gleichung einfach auf die Form ^X^=^GX-{-H zu bringen^ und damit 
eine biquadratische Funktion f mit den Invarianten G und ff zu Tergleichen haben. 
Dazu reicht es aus, etwa die beiden Koeffizienten ^ und J? durch die willkürlich 
gewählten BCD mittelst der Gleichungen 

G^AE-^BI)-\-C^ und ff^ÄCE-AD* -^B*E-\-2BCI)^C* 
auszudrücken. Man erhält sogleich durch Auflösung einer quadratischen Gleichung, für 

+ ^Ci2C^-3BD)H+(CG-'H)*: 
2AD*^CG-H-2C{2C*--ZBD) + Q , 
2B^E=^CG-R-2C{2C^-lBB)-Q . 

Setzt man beispielsweise C=o, also ^jg^ar^ =o, so folgt 

2AB^ = Q-H, 2B*E^-Q-H 
nebst 

Analog findet man für J3 = o: 

AB^^CG^ff^^C^ ^ = -^-^^' D-((?-8a«) 



ji CG-H-4.C^" 

folglich für 5 = C=o und D=i: 

A = — H^ E = — jj. , 
so daß die o;^ der biquadratischen Gleichung entsprechen: 

H*x*-/^ffx^G = o . 
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Verwandte Betrachtungen lassen sich bei den Gleichungen fünften 
und sechsten Grades anstellen, weil nicht allein^ wie seit Lagrange be- 
kannty die Funktionen fünften Ghrades bikubische Besolventen besitzen, sondern 
auch gewisse bikubische Gleichungen, wie später gezeigt werden soll, eine 
Grademiedrigung um eine Einheit gestatten. 



29. 
Die kubische Resolvente liefert für die Wurzeln X die Gleichungen 

SX = o , S^>t'= - Y ö und Arr = I H= X (a«- -J- G) ; 
die Diskriminante erhalt man aus dem Werte der Invariante Jy wenn man 

^ = 4, B = o, C = ^y6? und D = -H 
setzt. Damit wird 

folglich 

16-27 16-27 ^^ ^ * *^ ' 

oder 

während durch Einführung der Koeffizienten ij^ Ton A : 

(?»-27fl'«= 36(4*2!^- iii5~3i'8*"8) 

= 4(4»o*6 + 528»«-9«i'5) • 
Wir bemerken noch die identische Gleichung 
G»- 27^*= (12X«- G)\G - 3^^) + i2(4A» -GX-^ H)i^X^ -GX-H) , 
oder wenn zur Abkürzung geschrieben wird 

/it«= i2X^-G^^{x-x'){x-r) , 
ff»-27if*=^*l/^ 

Zugleich schließen wir, daß für einen reellen Wert von X^, v^ gleiches 
Vorzeichen mit G'- 27S' haben muß. Für reelle Werte von G und H 
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werden die Wurzeln XX' X' sämtlich reell, wenn 6r^> i^H^ oder ö> 3A*, 
während im entgegengesetzten Falle X' nnd X" konjugierte komplexe Werte 
annehmen. Dann hat mau G < 3 A^, und v wird rein imaginär. 

Es ergeben sich femer ohne Schwierigkeit die Werte 

und wegen 

ii^!i'^(i''^^JJ{i2X^- G)=- A{G^-- 27H^) 5 
St^'=|ö, St'*»''* = 1^6?», 

v^v'^v'"'^ JJiG- 3X')^~{G'- 27H^) . 
Die Invarianten (r und ^ aber sind gegeben durch 



24 



= - 4^'^"+ ^"^+ XX') = I ((A'- r)^+ (r - A)« + (A - A')»), 



3 8 

ir=^~^'(^'~ sj'ocsy"- ®)(sr - 05') = 4XA'r , 

6 

Für die Kovarianten endlich erhält man die symmetrischen Summen: 

6 



== T5[2 ^*^(^0- ^)*(^0- ^«)(« - ^l)(^ - ^2)*(^ - ^8)' ^ 

resp. mit sechs^ und mit yier oder yierundzwanzig Gliedern. 



n. Anwendungen auf die Theorie der algebraischen Gleichungen. 77 

Es möge noch die direkte Bestimmung der Wurzeln X der Resolyente 

in welche die allgemeine Gleichung Ax^ + ^Bx^ + 3(7a? + D = o über- 
geht^ wenn man 

Äx=-2X-By G = 3Ai und H^y'^o 

schreibt, als Beispiel für die Auflösung einer kubischen Gleichung Platz 
finden. Man erhält sogleich nach dem Früheren der Art. 20, 21 



A = 



o-a' h-Jth'-^G ' 



w_ -ai + a7' ^ h + Vj _ H 

^f^^aj^-aj b' + bj H 



4 a+aj bj^-yj-iG' 

nebst den Gleichungen 

aa'= y G , bb'= y G\ ab'-^ab = ^H , a6'- ab =yj, 

&8 + 6'8 _ i^ _ 2 {H' + W^) , b^-b'^ = D VJ- - 4 fl^TT, 
wo 

W^^H^- ( J (?)' oder ^W^YJ 
geschrieben ist. Damit ergeben sich die Werte: 



folglich auch 



nebst 



2x = (fi + Tr)*+(-ff~Tr)*, 

2x'=-j(ji+TF)*+jV£r-Tr)*, 

2r-j^£r+TF)*-i(fi'-Tr)*, 



2a'-r)i = >^((H+Tr)*-(ir-Tr)*), 
2a-r)i=V7(i(i?+T^)*+/(ii-Tr)*), 
2a-r)f=V3"(j«(fl'+Tr)*+i(fi'-TF)*) . 

Schreibt man endlich zur Bestimmung des Vorzeichens von v: 
v^l'-l" v'=X"-l v"^l-l' 
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80 wird 

^2^-4 v'v"^ G-^3{iH + TT)* + (ff - TT)*) , 

fi''^^^4vv =(? + 3 (-j(ff+TF)* + j»(ff-Tr)*). 

30. 

Im Folgenden wollen wir unter Xq in jedem Falle diejenige reelle 
Wnrzel verstehen^ welche von gleichem Vorzeichen mit H ist Daß mir 
eine solche stets vorhanden sein muß, ergeben die Relationen 

A^ + ^ + X, = o und J5r= 4 Xo^iA, = Ao (4 ^0* - G) . 
Durch Auflösung der quadratischen Gleichung 

folgt sogleich 

Ist nun ff' > 27 JET* oder Tr*< o , so soll, da v^ reell oder v^ >o 
ist, Xj die mittlere der drei reeUen Wurzeln bezeichnen. Dann wird 

fftr Ä>o, >lo>o>;ii>A,, 

far JBf<o, ^<o<X3<Aj, 
mithin haben 

das Vorzeichen tou H. Daraus folgt, daß 

f*o = - 4 ViV, und m| = - 4 v^Vj^ 
positiv, also (Iq und ft, reell werden, während 

f*f = - 4 v^v^ 
negativ und /t^ imaginär sein muß. 

Geht man zu den Wurzelquadraten über, so folgt nicht allein 

sondern es gelten in jedem Falle die Ungleichungen 

so daß XI das mutiere Wurzelquadrat ist Man kann diese Ungleichung 
vervoUständigen und schreiben: 



n. Anwendungen auf die Theorie der algebiaischen Gleichungen. 79 

wie die Werte der symmetrischen Produkte 
/7(6?-3^')>o, /7(i2X»-6?)<o und JJ(^X^- G)^ ^H* 

ohne Schwierigkeit ergehen. 

Besteht aher die Ungleichung G^<:2jH^ oder Tr^>o, so hat 
man auch 

Folglich ist Vq rein imaginär, fi^ reell und X^ die einzige reelle Wurzel, 
während 2^ und X^y v^ und i/,, sowie /tf und /t| konjugierte Werte 
haben. Auch ergibt sich, da für 

und in diesem Ghrenzfalle die Werte 



^0 



X»= J G und JL-if* 




zusammengehören, die doppelte Ungleichung^): 




xz ;> Aq ^ g LT , 




die fftr (t < o durch H^ >'X^ > o zu ersetzen ist 
beiden komplexen Wurzeln gibt 

7 7 2^ r* 

^1 ^2 ~ 4 ;^ "~ ^0 4 ' 

auch hat man 


Das Produkt der 



/*o" > 9 ^0 > 3 G^ resp. > o . 

31. 

Wir untersuchen noch die Realitätsbedingungen für die Wurzeln 
y ^ x^ der biquadratischen Gleichung fy = o. 

Aus dem Vorhergehendeu erhellt, da die drei Wurzeln k der kubischen 
Kesolvente den drei möglichen Zerlegungen der biquadratischen Funktion 



I) In der Tat erhält man fQr 



3 

und för 



9 

BO daß zwischen ^ G und H^ das Quadrat einer Wurzel ±1^^ liegen mufi, fiir welche 



so AJgebnÜBche 

in Faktoren zweiten Grades entsprecbeii, daß die Realität einer Zerlegung 
von der Realität der Größen IPQR abliängt. Xnn iBt die Realität Ton 
P^Q*R' an die der zugehörigen Wurzeln l geknüpft, dagegen maß, wenn 
auch die Radikale PQR reell sein sollen, die Ungleichung Äj^^Äl er- 
fallt sein. Dann ist nicht allein P = yÄ[— AI reell, sondern neben den 
Prodokten PQ and PR auch Q and J?. Folglich wird zugleich 
(C— 2l)^ >AE und E^'>El, so daß diese drei Ungleichungen sich 
g^;enseitig bedingen. Froher fanden wir 

PP'P"=]f, oder v,= 4/7:A-^i, 

und von diesen drei Faktoren muß mindestens einer reell und positir 
sein, während das Gleiche nur yon dem Produkt der beiden übrigen be- 
hauptet werden kann. Für G^^c 27 H^ sind Ä^— AI' und A^— Äl^' 
konjugiert komplex, so daß A^ — AI >'0 und die zugehörigen Werte yon 
PQR reell werden. Yon den Wurzeln x^ der Funktion f sind alsdann 
zwei reell und zwei konjugiert komplex, wie sich sogleich aus der Un- 
gleichung 

ei^bt, da die reeUrai und komplexen Wurzeln yon 1^ und ^ sich durch 
das Vorzeichen yon «•= m*— In unterscheiden. 

Minder einhch ist die Entscheidung über das Vorzeichen yon A^^—Al 
für G* > z-j H*, wenn alle drei Wurzeln X reell sind, so daß für 

AH > o : A^- Al^<: A^<: A^- Al^<: A^- Ai^ 
wird, oder 

P*<zA, <iP'^<P"\ 
während för 

AH< o : P« >^, >P'* >P"^^) 

Um den für die Vorzeichen der P* gesuchten Bedingungen eine 
übersichtliche Form zu geben, gehen wir mit Clebsch*) und Noether 
ans yon der Formel des Art 27: 

Da diese Gleichung für reelle Werte yon x und I nur reelle Wurzebi 
hat, so ist nach einem bekannten Satze yon Descartes die Anzahl der 



1 Das Kriterimn fcr die Existenz yon vier reellen oder vier komplexen Wnrxeln 
k&nn nicht ron den Inraiianten allein (oline Zaziehung der Ko Varianten) abhängen, 
ireil eix»r iinf^ie nicht reelle; Transformation, welche beiderlei Wurzeln ineinander 
abeffuhrt, oie Invarianten gleichwohl ungefindeit läßt 

2j Bih rf Formim S. 160 und 468- 
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positiTen Wurzeln gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in den Koeffi- 
zienten, also ist fOr jede Wurzel X 

g>lf, wenn g>o unS fl'*- j^ G/"*« y [/"Ä] >o , 



mit anderen Worten, wenn 5^ > Vtö G-f* > ^ ^ Anderenfalls hat man nur 
einen Zeichenwechsel, also einen positiven und zwei negative Werte f&r 

Da PQÜ gleichzeitig entweder reelle oder imaginäre Werte annehmen, 
während die Variable x reell sein soll, so reicht zur Unterscheidung der 
beiden Fälle aus, daß v für einen hdidngen Wert von x das einer Wurzel l 
•entsprechende Vorzeichen enthält, um dasselbe für alle Werte von x zu 
behalten. Man kann folglich behaupten, daß, wenn die Ungleichungen 



G 



^>2tH^ und <7>]/5~^>o 



für einen beliebigen reellen Wert von x erfüllt sind, alle drei Zerlegungen 
f^^i^i reell werden. Dies kann jedoch offenbar nur statthaben, wenn 
die Wurzeln Xj^ sämtlich reell sind, und umgekehrt. Es bleibt also 
schließlich noch der Fall von zwei Paaren konjugierter Wurzeln x^, deren 
Existenz an das Stattfinden der Ungleichungen 



6?» > 27 H' und g < -{-]/- OP 

bei einer reellen Zerlegung geknüpft sein muß. 

Wir werden bald sehen, daß den gefundenen Ungleichungen noch 
andere Formen gegeben werden können. Für jetzt mag bemerkt werden, 
daß die früher für die Produkte 

Ui^-P'), n^v-Q') und lliv^R^) 

Aufgestellten Gleichungen durch die Zeichenwechsel ihrer Koeffizienten 
gleichfalls Bedingungen für die Realiiät von PQRf also auch der Wurzeln x^^ 
liefern. Es ergeben sich danach für G' > 27 H^ vier reelle Wurzeln: 

i) wenn -4i>o und Ai^^Bi^, oder ^i>+l/— -4*G, 

2) wenn C^ + j^ 6r > o und Bi^ > Di, , 

3) wenn ^^ > o und Di« > Ei^ , oder E^ > +]/^ E^G . 

Anderenfalls hat f vier komplexe Wurzeln. Man sieht zugleich, daß die 
Formen i) und 3) den Werten x^ 00 und x = o entsprechen. 
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32. 

Bekanntlich sind durch Sturm allgemeine Kriterien f&r die RealiiAt 
der Wurzeln algebraischer Gleichungen aufgestellt worden^ aus denen her- 
yorgeht, daß die Anzahl der konjugierten Wurzelpaare einer Funktion 

m Mit reeUen Koeffizienten abereinstimmt mit der AnzaU der Zeichen- 

Wechsel in der Reihe 

S,, Sg, S3, • • •, S^ , 

wo die sogenannten orthosynunetrischen Determinanten 



Si= 


«0 




«1 • • • ««-1 

• 




«1 




S^"'Si 




«<- 


•1 


si"'^i-% 



aus den Potenzsummen der Wurzeln zu bilden sind. Wir wenden zu- 
folge des Art. 18 den Satz an auf die typische Gleichung 

Dann werden nach Art. 19 die Größen S^ selbst Eoyarianten yom Grade 
i(i— i)(w — 2), Dimension und Gewicht i{i— 1), und erhalten den Faktor 

^(<-i)('-«)^ so daß dieselben durch die Eoyarianten j^r^Ws) ^^™ Grade 

2(i— i)(w — i), Dimension 2(i— i), Gewicht i(i— i) ersetzt werden 
können. Man erhält wegen 

»* = «o=4, «1=0, «2=1^0', «3= 12Ä, s^= 4(2i^*-e/**:: 

während nach Art. 6 

s*=ii-, («,-«»)*= 256r«?»- 27H*) . 

Folglich bleiben die Zeichenwechsel in der Reihe der Eoyarianten 
h 9, ^Gg-^sSf und G^-2jH* 

zu untersuchen. Vier reelle Wurzeln erfordern lauter positive Vorzeichen, 
während für (?• < 2j H^ nur ein Zeichenwechsel möglich^) ist, also zwei 

I) Die Identität 

(6?»-27Ä*)(Ä«-4^»)=G»Ä« + (3-ff/'-öflr)(3-ff/'+2(?p) 
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Wurzeln reell werden. Für mvei Zeichenwechsel endlich überzeugt man 
sich leicht^ daß G^ WzjH^ bleibt^ mithin existieren nur komplexe 
Wurzeln, sobald g und 2Gg + sHf nicht gleichzeitig positiv sind. 

Es ist auch nicht schwer, direkt nachzuweisen, daß für (^ > o die Un- 
gleichung 9^ "> T^P(^ durch die andere 2Gg + ^Hf>o ersetzt werden 
darf. Denn durch Multiplikation mit 46^* folgt für G'>27ir*: 

4^G« >!/•«(?» >9r^* oder 2gG>±3fH, 
und umgekehrt zeigt die Formel 

oder 

g(i2g'^pG)^3V + r(2gG-\-3fH), 

daß mit 2gG + 3fH auch 12g* — pG positiv wird. Die beiden be- 
treffenden Ux^leichungen sind folglich äquivalent. 

33- 
Um die Wurzeln der allgemeineren biquadratischen Funktion 

wf- g^'äix- t^nx - Si)(a; - E,)(a: - E») = f 

mit dem Differential 

d^=fdW + ydx^) 

zu finden, oder die Oleichung 

(Aw - Äi)x^-^ ^{Bw - B^)x^+ 6(0«; - Ci)x^-\- 

+ 4{Dto - D^)x + (Ew - JS;,) = o 
aufzulösen, bilde man die Besolvente 

wo 

G„=Gw' + 3Sw-\-^^G\ 



zeigt, daß drei Zeichenwechsel unmöglich sind, denn für g < o ist 

h*-^g»^^f*(Gg-^Hf)>o, d.h. Gg+ Hf<:o. 
Ist nnn 2Gg'\-iHf'>o^ so wird Hf>o, Gg<,o^ mithin 

6?>o und iHf-Gg'>o, also (?•> 27Ä«. 

I) Nach Art. 24 wird -^ = w = ^(l'S' - ^ll") neben t^l^Vl'" - 

6* 
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und für 

o = V4W*— Gw — ff: 

ö»-27ir„»=^(»*(ö»-27Ä«), 

X„=lw + l*-^G . 
Damit folgt 

iÄtp - Ai)x + {Bw - Bj) = S ±l/Üi - Ak)(,w - l')(.w - X") , 

Das Produkt der in den Summen S enthaltenen Radikale muß für positive 

Werte von co das Vorzeichen von (^o)»"* T*o®*? ^- ^- ^^^ *o besitzen. 

Für tc; = o ergeben sich die Art. 26 abgeleiteten Wurzeln von p, für 
w ^ k dagegen fallen je zwei Wurzeln der biquadratischen Oleichung zu- 
sammen, und man bekommt 

( A^- ÄX)x -{- {B^- BX) ^ ^ [i}/Ä^- Ak oder Pä?+ (^«db-g /* , 

mit unseren früheren Resultaten übereinstimmend. 

Bei dieser Gelegenheit sei noch bemerkt, daß für 6r^ = o die Gleichung 
f ' tv ^ g übergeht in 

I e«^ + Hfg + 1^ GT = KK -hh„=- \ [AA], = o . 

Die Wurzeln dieser Kovariante achten Grades, Dimension 6, Gewicht 8, 
werden folglich durch Auflösung der Gleichung fw — ^ = o erhalten, 
wenn man 

w = 2G ' mithm ^ ^"scp^ 

setzt, wo wie früher die Diskriminante D^= G^— zjH^ geschrieben ist. 
In analoger Weise ergeben sich die Wurzeln der Eovarianten 



feh-^fK^^im^ig^-lGr für w^±Y]^, 
g,h^gh,^[gh]^\f{2Gg^:sHf) für w — |f 
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Yergleicht man namentlich in den Ausdrücken für fj g^ [fK] und 
[gh] die Summen 



sy^i~^A, syUi-^A)i'r, 



S"j/Ui-^X)(^(? + A]/^G + A«- J (?) , 



und 



^y{A-ÄX)(\ ^\-\ f A + A«-|<?) , 



so erkennt man sogleich, daß wenn für A^'>AXf yier reelle Wurzeln 
haty die Eovarianten g^ [fh] und [gh] für reelle Werte von x nicht ver- 
schwinden, also ihr Vorzeichen nicht yerändem können. Denn da 



und 

so folgt, daß für reelle Werte der Wurzeln X, oder 6r' > 27 H^, die ver- 
schiedenen Faktoren von Ä^ — ÄX nicht sämtlich positiv sein können, also 
unter dem Wurzelzeichen negative Glieder liefern müssen. 

Statt der Gleichung \(x)=^f'W — g-^o mit den Wurzeln j kann man 

die allgemeinere Gleichung untersuchen, deren Wurzeln r) = für reelle 

x — j 

Werte von x gleichzeitig mit £ reell oder komplex sind. Man erhalt 
sogleich 

f9*-f'D*+|f"9'-l-f"'9+ir = o 

oder 

f 9*- 4f,9*+ 6f„9*- 4L9 + fiy = o , 
woraus für 

f • 9 = i + f, oder j = -J- - f, 
die typische Gleichung hervorgeht: 

j*= (6gw'- Gfw - I iGg+ 3Hf))i*+ha*i + 39I - GJ' . 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind gegeben durch 

j = s T^Xf = s Vig~- ^fKw - x'Kw~n = 1 0) s]/^^ • 

um umgekehrt von dem Ausdruck dieser Wurzeln zur biquadratischen 
Gleichung für } zurückzukehren, schreiben wir für 

y - V(g-Xf)iw-X')(w-X") , y » - «y« + ßy- | Acd« = o , 
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nnd berechnen die Werte 

Sy V -^^^ {i^^g' - (^D^ -(2Gg-h 3Sf)f) 
Da nun 

so findet man leicht 

«*= Sy*+ 2Sy/- 3?«^*- Y t^/^ir -^{Gg + sSf) + 2/J , 

und hieraus ergibt die Elimination yon ß sogleich die oben aufgestellte 
Gleichung für } » ce. 

34. 

Exkurs über die numerische Berechnung und die geometrische 
Konstruktion der Wurzeln kubischer und biquadratischer 

Gleichungen. 

Die numerische Berechnung der reellen Wurzeln X der kubischeii 
Besolvente 

läßt sich durch geeignete Tafeln erleichtern, wenn man sich eines der 
Gauß^schen Auflösungsmethode dreigliedriger Gleichungen (Gauß' Werke 
Bd. 3, S. 85) analogen Verfahrens bedient. 

Wir führen hierzu die sogenannte abaolnte Invariante 

Sl ^ ^ ein und setzen Gl = Hm , 

wodurch 

4©' = Ä(cD + I) oder 51 = — ^ , 

wird. Für x > i hat man, um alle reellen Werte von (d zu umfassen, 

1 1 



zu setzen. Damit folgt 



= Äi < 2 < - -— = üj < c» 
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so daß CD und Sl gleiche Vorzeichen erhalten^ während für a>4< — i 



^*"^^^=^^7, 



3 



3 



sowohl wenn -^ < a? < cx), als wenn -^ > rc > i, alle positiven Werte > 27 

durchlauft. Entnimmt man den Tafeln der sogenannten Additions- und 
Subtraktionslogarithmen zum Argument £ » lg 2; die Werte von 



SO sind zu berechnen: 

lg Äi = 0.60206 - 3l~^ , 

lg(- ß») == 0.60206 - 35 + g , 



und g-lg 



X 



X 



lg 51, = 0.60206 + 2 5 — 1^ , 

lg A4 ^ 0.60206 4- 2 1 + 5 . 

Auf drei Dezimalen erhält man mit leichter Mühe für die Logarithmen 
der Invariante ±Sl zum Argument 5 = lg(±a>) die Werte der nach- 
stehenden Tabelle: 



1» 





I 


2 


3 


4 


5 


6 ! 7 


8 


9 


Sl'>o 


8. 


4.S9« 


4.897 


5.195 
8.138 


5.493 


5-791 


6.089 


6.385 


6.681 


6.975 


7.269 


7.561 


9. 


7.561 


7.851 


8.423 


8.705 


8.983 


9.257 


9.526 


9.790 


0.048 


0.301 


0. 


0.301 


0.548 


0.790 
2.975 


1.026 


1.257 


1.483 


1.705 


1.923 


2.138 


2.351 


2.561 


I. 


2.561 


2.769 


3.181 


3.385 


3.589 


3.791 


3.993 


4.195 


4.397 


4.598 . 


— a> 










1 1 
1 1 




Sl 


8. 


4.606 


4.908 


5.209 


5.511 


5.813 


6.1 16 


6.420 


6.724 


7.030 7.338 


7.648 


9. 


7.648 


7.960 


8.277 


8.599 


8.928 


9.267 
0.211 
0.687 
1.416 


9.623 
0.254 


0.004 


0.435 i 0.989 


00 
0.435 


9.7 


0.004 


0.044 


0.085 


0.127 


0.168 


0.298 


0.343 


0.388 


9.8 


0.435 


0.483 


0.531 


0.582 
1.219 


0.633 


0.742 


0.799 


0.859 


0.922 


0.989 


9.9 


0.989 


1.060 


1.136 


1.311 


1.538 ' 1.688 1 1.889 


2.215 


00 


— m 




1 
1 












A>27 


0.0 


00 


2.265 


1.989 1.838 


1.738 


1.666 


1.611 


1.569 


1.536 


1.510 


1.489 


0.1 


1.489 


1.472 


1.459 


1.449 


1.442 


1.437 


1.433 


1.432 


1.431 


1.433 


1-435 


0.2 


1.435 


1.438 


1.443 i 


1.448 


1.454 


1.461 


1.468 


1.477 


1.485 


1.494 


1.504 
2.648 


0. 


00 1.489 


1.435 


1.504 


1.623 


1.767 


1.928 
3.813 


2.099 


2.277 


2.460 


I. 


2.648 2.838 3.030 


3.224 


3.420 


3.616 


4.01 1 ' 4.209 


4.408 


4.606 



Als Beispiel wählen wir einen FaU dreier reeller Wurzeln imd setzen 
G=28, ir=24, a = ~*^38.i. 



Dann gibt die Tafel zu lg 52 =» 1.581 : 

lg © = 0.544 } lg <ö' = 0.067 w , 



lga)"= 0.368« . 
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Bei der Interpolation zwischen 0.4 und 0.3 hat man mit Rücksicht auf 
den geringen Umfang der Tafel in der Nähe von 1.623 nicht eine der 
Nachbardifferenzen 119 oder 144, sondern deren arithmetisclies Mittel 131 

zu benutzen. In der Tat wird wegen 

42 
1623 - 1581 - 42 , 3.68 = 4 - — . 

Mittelst 

erhält man nunmehr: 

lg ;i =- 0.477 ; lg >^' = 0.000 n , lg 2" - 0.301 n , 
oder 

Da jede kubische Gleichung auf die Form 4A'= (t>L4- -ff gebracht 
werden kann, so laßt sich die vorstehende Tabelle allgemein zur Auf- 
findung der reellen Wurzeln kubischer Gleichungen benutzen. Die biqua- 
dratischen Gleichungen mit den Invarianten G und H aber sind mit Hilfe 
von k auf quadratische Gleichungen reduziert worden. 

35. 
Vielleicht ist hier der Ort, an die berühmte Konstruktion des 
Descartes^) für die Wurzeln kubischer und biquadratischer Gleichungen 
mittelst einer gegebenen Parabel zu erinnern, welche von Newton in der 
Ärithmetica universalis*) weiter entwickelt worden ist. 

Die Parabel 

mit dem Parameter p und der Kreis 

X* -f y*= 2ax+ 2by 

1) Gdomdtrie, p. 389: Or quand on est asswri que le FrobUme propose est solide, 
80Ü que VSquatüm par hiquelle on le cherche monte au quarrd de quarre, sott qu*dle ne monte 
que jusques au cube, on peut tot^ours en trouver la racine par Vune des trois seciians 
coniques, laquelle que ce sott ou mime par quelque pa/rtie de Vune d*eUes, tant petite 
qu'elle puisse Hre; en ne se servant au reste que de lignes droites, et de eercles, [Dis- 
cours de la Metfiode pour bien conduire sa raison et chercher la vSrite dans les seiences, 
plus la Diqptrique, les MeUores et la Giomitrie, qui sont des essais de cette Methode. 
Leyde, 1637]. Die Anwendung dei Eegelschnitte zur Lösnng solcher Probleme war 
schon Archimedes (Entokios) und den arabischen Mathematikern bekannt. Vgl. 
das Kapitel ^^Konstruktion der kubischen Gleichungen" in Hanke Ts Geschichte der 
Mathematik^ S. 274 — 280. Unter den neueren Bearbeitern der Aufgabe ist vor allen 
Chasles zu nennen. {Construction des racines des equations du troisihne et du qua- 
trüme degre, Liouyille's Jou/mal T. XX, p. 329). 

2) im Appendix de Äequationum Constructione linearis 
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mit dem Halbmesser %«l/a^+&^ haben außer dem Eoordinatenursprung 
die Punkte gemein, deren Ordinaten die kubische Gleichung 

y^=(2a-p)py-{- 2bp^ 

erfüllen. Setzt man daher y = 2p l, so wird 

woraus 

a==y(G+i)i>, 6 = irp 

als Mittelpunktskoordinaten des durch den Scheitel der Parabel gezogenen 

Kreises folgen, während die Wurzeln >L = -^ sich durch die Ordinaten 

der übrigen Schnittpunkte beider Eunren bestimmen. Wie man zur ge- 
gebenen Parabel Achse und Parameter findet^ braucht hier nicht erörtert 
zu werden; dagegen fragt sich, wie für G^< 2jH* die beiden konju- 
gierten Wurzeln zu konstruieren sind. Dieselben ergeben sich als Wurzeln 
der quadratischen Gleichung 



oder für 



2p 2y ' 



, , , 2hp* 

y y +yy ^ —£- = ^ 



/ / 



mithin 



■1/26 1 



In analoger Weise konstruiert man die Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung fx^o mittelst der Ordinaten der Durchschnittspunkte der 
Parabel y^ = px und des Kreises {x — af + (y — 6)* = Ä*. Die Elimination 
von X ergibt 

y* = {2a-p)py^ -{- 26p*y + (A*- a*- b*)p^. 
"Vergleicht man damit die Art. 27 entwickelte Gleichung 

80 erhält man für 

y = pt=p(Ax + B): 



90 
folglich 
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<*~(sA+t)P' &-2pi„, 






Selbstverständlich sind keine reellen Wurzeln yorhanden, wenn der reelle 
Ereis die Parabel nicht schneidet^ sowie wenn ftir A^'>Ak and 

A^<. AX' <, AI" die Ungleichung AI' < Ai+ — < AX" erfüllt ist, denn 

in diesem Falle wird der Halbmesser h imaginär. 

Die beiden komplexen Wurzeln sind für 6r*< 27 H^ leicht zu kon- 
struieren, nachdem die reellen Wurzeln 

y^=p(Axi+ B) und y^^p{Ax^ + B) 

gefunden worden sind. Denn da für 

y'^p(Ax'+B)^Qe'P^, 



80 ergibt sich 



yy +(yi + y8)y ■^~y,'^~~^ ==^' 



— — 7 nebst p cos 9 = - y (yi + y,) . 

Bei vier komplexen Wurzeln dagegen sind zwei konjugierte Paare 
y'^Qe^* und pjC^' zu bestimmen. Die Identität 

= (y'* - 2y> cos qp + p*) (y'* - 2y'pi cos 9^ -f p») 
liefert die EoefBzientengleichungen 

p cos g> -h Qi cos 9i = o , 
(>*+ qI + 4PP1COS g? cos g?i = - tA^p^, 
QQi {Qi cos 9? -f p cos g?,) = 2i^j2>S 
p*pf = (^^(?-3^f)l>*. 
Eliminiert man die Winkel 97 und 9^ und setzt 

q* + q!^- 2i2AX-hAi)p*, 
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«o geht die kubische Resolyente 4^' = Gk + H hervor, welche wie oben 
für y == 2pX durch 

konstruiert werden kann. Dann wird wegen 

p* + pf = - 2 (^y + A,p)p , q^qI ^{A'G-3 ^»)1>* , 

Q^ 4- 2(Äy + ÄiP)pQ^ + (Ä^G - 3A')P* = o 7 
und fElr 

q^ ^{Äy + Ä^p)* - U^G - 3 A})P^ : 



(>=/(* «--^xl>--^y)P ; ()C08 9 = T^ 







^ - y{^q-A^p-Äy)p , (>i cos y^ = ± ^^* 

Es versteht sich^ daß derjenige Wert der Ordinate y genommen werden 
muß^ für welchen die bei einer reellen Zerlegung notwendige und aus- 
reichende Bedingung erfUlt ist: 

Ä^>ÄX oder lA^p > Ay , 
denn nur dann wird 

q + A^p-h Ay< o und P3>±p*«o- 



/dx _ räy 
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36. 

Im 12. Bande der Abhandlungen der Sächfl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften S. 62 (math. phys. Klasse), sowie im 34. Bande der Mctthematischm 
Ännalen S. 529 findet sich der Satz entwickelt, daß för 

fx = Äx^ + ^Bx^ . . . = 61 und fy = «y* + 495y^ . ■ - = ??i? 
die transzendente Gleichung 

durch die algebraische JElelation 

x-x^ y-y^ 

ersetzt werden kann, falls fx und \y die nämlichen Invarianten 

6? = @ und H^^ 

besitzen. Hier ist wie bisher l^l^gj, ^=*^i% geschrieben, wo 

l^ = liX^ + 2m^x + n^ , ri^ = i^y^ + ^VX^y ^- n^ 
6^ = 6(^0) > ^^ = ^(»0)7 m^m^^C-^X, miUij^C + A 
während l eine Wurzel des Resolvente ^X^ ^ GX-r H darstellt 
Wir schreiben ferner 

Jf ö = BxS ^iCx^ + D, N^^ Cxi -h2Dx^ + E, 

wodurch 

Ux^ + 2 Jtf^^a: + iV'® = L:r« + 2 Jfaio + N . 



m. Anwendungen auf die Redaktion ellipÜBcher Dififerentiale. 93 

Dieser Ausdruck stimmt mit der sogenannten zweiten Polare von fx : 

überein, wie Hr. F. EleiU; Math. Ännal. Bd. 2-j, S. 454 angemerkt hat. 
Dann wird 



==(yI^)-T'^(^ + ^o)"-^(^ + ^o)-C.^) 



Da somit X von der Wurzel l unabhängig ist, so erhalt man das 
Produkt 

und ebenso 

während durch Elimination des Radikals |^S die in Bezug auf X und 
s — Xq quadratische Gleichung hervorgeht : 

{X » - ^^ G) {X - x^)^ = (L^o?« + 2 Jf »a: + JV^) X - (L{>a;« 4- 2 Jtf 0^ + N^) 
oder 
(X^-f;iX-hg:}^^G)ix-x,)^-2(f,^X^g^)(x^x,)^{rX-g^)^o. 

Hier ist wegen 

gesetzt, folglich auch 

In Torstehenden Ausdrücken dürfen x und rr^ vertauscht werden, wobei X 
ongeändert bleibt 

Nun ist seit Euler bekannt, daß, wenn 

F(xy) =py^ + zpj^y +p^ = qx^ + zq^x + ?, = o 

eine in Bezug auf x und y quadratische Gleichung darstellt, die Differen- 
tialformel 
iqx + q^) dx + (iJy + ä) dy = o 

1) YgL oben Art. 12. 

2) Biermann, Dissert. inaug. Berlin 1865 (nach Weierstiaß). 
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in die Gleiclmiig mit getrennten Variabeln übergeht: 

dx* _ dy* 

Pi-PVt ""ffi'-ffSi ' 
oder för 

f^pl - pp^ = II und f = g* - «& = i?i? : 

(2a; dy 

Hier besitzen die biquadratischen Funktionen f und f gleiche Ifwarianten, 
die Radikale | und 17 sollen als positiv vorausgesetzt werden ^ und s be- 
deutet die positive oder negative Einheit, je nachdem x und y sich in 
gleichem oder entgegengesetztem Sinne ändern. Man hat daher auch 

und schließt, daß für reelle Werte von x und y, | und 17 reell sind^ 
während für reelle Werte von x und | auch y, und für reelle Werte von 
y und 17 auch x reell wird. Also müssen solche reelle Werte von x^ 
welche | imaginär machen, komplexen Werten von y, und reelle Werte 
von y, welche rj imaginär machen, komplexen Werten von x entsprechen. 

37. 
Die Gleichung F(xy) = o liefert zugleich die vollständige Integral- 
gleichung der aufgestellten Differentialgleichung, da sie im Allgemeinen 
von acht Konstanten abhängt, während die Differentialformel, wegen der 
Gleichheit der Invarianten von | und 1;, nur sieben unabhängige Kon- 
stanten enthält In Art. 8 und 9 der zitierten Abhandlung ist gezeigt, wie 
die Eonstanten der Integralformel durch die der Differentialgleichung — 
in Verbindung mit XQyQ^^i]^ — rational ausgedrückt werden. Schreibt 
man nun x — Xq für x und X für y, wodurch 

Ä = - 1 (f> - ^0)* + 2/:"(^ - ^0) +r), 9i = - (/;"^ - 9?) , 

J>, = {9?. - i2 ^) (* - '«'0)*+ 29? (« - ««) + 9\ «, = - (fx - 9") , 

so erhält man nach einigen Reduktionen^), wegen 



/// » 



I) mittelst g = /)/)- /'/;, , 2g, = f,f„ - ff,^ 

\Gf^2f,g,-f„g-fg„ , 
^iGg + 3Sf) = gg„-g,g, . 
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U = r + 4/;na; - aro) + 6/;^a? - a?o)* + 4/;?, (a: - a^o)« + /"ÄCa; -- a?o)* : 

dx* d X^ ^ dX^ 

{{ '"4X'-öx-ir*" SUSI ' 

also 

Da X fQr x^x^ über alle Ghrenzen wächst^ so wird 

X OD 

>dx . rdX 



/dx _ ndJL- 



-wo das Vorzeichen von x — x^ zu nehmen ist. 
SelbstverstandHch erhält man ebenso 

Vo Y 

Hieraus folgt^ daß die algebraische Gleichung X= Y mit den Eonstanten 
^o^o ^^ Differentialgleichung (x) "" (~^) ^^®^ -^^^M vollständig 

integriert, wenn b das Vorzeichen von {x — x^ {y — y^) bedeutet Zugleich 
sieht man, daß ftir 

^dx ndy 






die Qleichung 

X=Y durch Q> = f3; 

ersetzt werden kann.^) 



d OR du 
i) Bei der Integration der Differentialgleichung ~«£-^ vertreten die Größen 

s n 

3Cq und y^ die Stelle einer Integrationskonstante und können durch zwei andere x*y' 

x' y' 

ersetzt werden^ welche dergestalt einander entsprechen, daß 1 t ~^ I ^ ^^ 

Xo Vo 

anderen Worten, daß für x^x' y^y' werde. In der Gleichung a = 8x oder X—T 
"vrerden fOr x^x^, y'=y^ heide Seiten unendlich, wenigstens solange wir die posi- 
ÜTen Vorzeichen der Radikale £ £| £, in ^ und O voraussetzen. Für die Ahleitung 
der quadratischen Gleichung zwischen X und x — x^ sind die Vorzeichen «war gleich- 
artig, aber für die Werte 

^^I^x^+2M^_+N^-U' oder a, = ±M?^i.if 

2{X — X^)* 2{X'-X^) 

^BP-ird, wenn x = x^: 

X = ^; und » = l|/?--x7» = ^**^^-^. 
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Die Auflösung der quadratischen Gleichung für X und x — Xq liefert 

wo S*«=4X'— GX — Hy und dieser Ausdruck wird identisch fttr 

Bildet man in derselben Weise die Funktion P = — iy -j- , so folgt nicht 
allein S^ «= T^ für X = F, sondern es wird auch 

Vertauscht man daher in dem obigen Ausdruck von x — x^j X mit Y 
und S mit fl^; so ergibt sich die Gleichung 



CXi:9^___ _ ga?o' + 2gta;o+g, 

nebst 



^ ^<>^ ifi5<>T-/;or+^,o ±«i?-2^o~2i ' 



als die Substitution^ durch welche 

dy 



/r i» -/^ 



übergeht, umgekehrt hat man natürlich auch 



y-yo = 



.als Wurzel der quadratischen Gleichung 

(Z» - ^ 6?) (y - Vo)* = (S^o* + 23»yo + 9i) X - (!iJ,y| + 2 SR^yo + »^i) • 

Die entwickelten Gleichungen enthalten in yerschiedenen Formen die 
.allgemeinste algebraische Transformation elliptischer Differentiale mit 
gleichen Inrarianten. 

38. 
Die den drei Wurzeln A entsprechenden Gleichungen 

.sind offenbar vollkommen gleichberechtigt. Vielleicht ist die Bemerkung 
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micht überflüssig; daS; wenn die gewählte Wurzel der kubischen Resol- 
Tente auf eine komplexe Zerlegung | = li S^ führt, dennoch das Aggregat 
.lil^ + ljlj reell bleibt, weil l^ und 1, konjugierte Werte haben. Auch 
ist dasselbe für x^Xq positiv und kann nur gleichzeitig mit i^ifiS "^ fi^vl 
durch Null hindurchgehen. Es braucht selbst der Fall nicht ausgeschlossen 
^n werden, in welchem Xq und y^ komplexe Werte annehmen, nur müssen 
diese für unseren Zweck so bestimmt werden, daß die Substitution "Sf =^ 6% 
jreelle Werte von x und y liefere. Denn dann können in der Integral- 
gleichung 

dx ndy 



rdx _ nd% 



"für x' und y'^ irgend zwei reelle zusammengehörige Werte Yon x und y 
gesetzt werden. Da jede Gleichung zwischen komplexen Größen in zwei 
zerfällt, so muß eine Bedingung hinzutreten, damit aus der Gleichheit 
der reellen und der imaginären Teile die nämliche reelle Substitution 
.hervorgehe. Wir werden auf diesen Punkt noch zurückzukommen haben. 

Die allgemeinen Transformationsformeln lassen sich zur Reduktion 
des elliptischen Differentials namentlich auf verschiedene kanonische Formen 
anwenden. Durch Spezialisierungen treten wesentliche Vereinfachungen 
ein, wie wenn z. B. |^ resp. rj^ verschwinden, oder wenn Xq resp. ^0 Null 
oder unendlich werden. Für 5f = o wird Xq eine Wurzel der biquadra- 
tischen Gleichung f^o, und wenn diese Wurzel komplex ist, so wird 
im Allgemeinen auch y komplex sein müssen. Es fragt sich dann, wie 
y^ zu bestimmen ist, damit die Substitution in Bezug auf die zusammen- 
gehörigen Werte der Yariabeln x und y reell bleibe. 

Bezeichnet man durch x^ und y^ die konjugierten Werte von Xq und y^, 
no hat man für ^^ ^ o gleichzeitig 

= s und = £ 



«-«0 y-yo x-x^ y--y^ 

Die Multiplikation ergibt wegen 5ili =\{x — x^) {x — x{) 

Jfan findet aber durch eine leichte Rechnung: 



h^^i = ^1 Vih^S-^ 2 w,a:o+ «,) {l^x^ 4- zm^x^ + w,). 



7 
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Folglich erfüllen die konjugierten Werte von y^ nnd y^ die Bedingnng 

2 f*(y - »o) (y - Vi) = (viVi + %^i ) (vivi + %^/) » 

Wegen der Rationalität der linken Seite erfordert diese Gleichung, da& 
ViVi + ^8 ^1 verschwinde, und dies ist, wie leicht zu sehen, nur möglich^ 
wenn i7ii7i= Ii(y — y©) ^V'^Vi)} ^- ^' wenn y^ und y^ konjugierte Wurzeln 
Yon 1} = o sind. Dieser Fall wird später betrachtet werden. 

Zunächst folgt für /"<> = o 
und damit 

In diesem Falle kann man leicht die Variable x mittelst der Argumente 
der koordinierten Thetafunktionen ^^^2) ausdrücken, wo u das elliptische 
Integral 



g = c 



.V 



und 3f das arithmetisch-geometrische Mittel zwischen m und n, M^ da- 
gegen das Mittel zwischen m und n' = l/w* — n* bezeichnet. 

Den Vorschriften in Bd. 34 der MaOiem. Annalen S. 140/1 entsprechend 
erhält man für 6r* > 2'jH'^ y wenn A^ > A, > iL, die Wurzeln der kubischen 
Resolyente sind: 

8 8 9 

*• w J z/(qpx) ' m r Ij - Zg ' m r ;ii - i, 



Weiter ergibt sich 

wenn f ür A = A^ die größte Wurzel genommen wird, also /i = imn. Für 
jL = A, geht /i-ö-lu über in 2nw'^|t«, für A = Aj endlich in imn^^u^ 

-nraVivAnn 



während 

X = A, + i-V = >U + /w* • s*'^ = A« H- -^j 
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Für G^<2'jn^ dagegen ist nur eine Wurzel k^~ MH(^^ -^i) 
reeU und wegen (i^= i2l^— G hat man zu setzen: 

Damit folgt 

mithin gehen jetzt die Ausdrücke hervor: 

Zur numerischen Berechnung der Argumente q und u kann man 
sich bekanntlich verschiedener Methoden bedienen, welche sich zumeist 
auf die Transformation des aauß'schen arithmetisch-geometrischen Mittels 
gründen. Sei 

1»!=— g— , n^^ymn, m^^^-^-'^ n^^V^n^^, usw., 
so setze man 

Dann wird für das Argument des Moduls: 

lg3-2lg^ + I-».(l,+ lt,+ 4l,+ |t,...), 
nebst 

ig*=-i(t+i,+i,+i,...), 

ig^i-iig'^+ia-ii-i,-!,--), 

ig*.=T(t-^»-J»-^--)- 

Da femer fttr 9 + ^ = y : 

m tg* V = w tg» ^> , Wj tg« tj^ = nj tg» ^ , usw. 
lgtg* + Y^ = *8tg ^ ^1 , IgtgV'i+Jli^lgtgy^,..., 
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SO wird 



\p ^ U^i 



2 J Ym* sin' qp H- n ' cos * tp ^ ^ l/mf sin * qp + nl cos • 9 



* ^ ym/ sin ' qp + n/ COS * qp p=oo a*^ ' 




und es ist dadurch auch das Argument der Amplitude bestimmt.^) 

39. 
Wir wenden uns »jetzt zur Betrachtung des Falles ; in welchem 
$j^ und ri^ gleichjseitig yerschwinden, also fx^ =» f^o "= ^ ^^' Alsdann wird 
die Substitution X = F zugleich rational und linear, und man erhält das 
folgende Formelsystem: 

_/f* u — f^ ?'^ -L A f 



oder 






«-^0 y-yo' (aj-a^o)* ly-yo)*' 

^ _ ^ ^ (X%- h3f^)(y-yo) 

^ i(r-Z«)(y-yo)+ß«yo+9K^' 

(g"yo+gt^)(a;-a?o) 

^ ^*^; J^(ß*-X*)(y-yo)+ß^yo-i-SW 



%=«Si 



|£ S^yo + gt" 






I) S. 135 meiner Abhandlung zur Beäuktian eHipUseher Integrale ist Z. 8 t. 0. 
cot 9 statt tgqp zu lesen. 
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Die Torsteheuden Formeln erfEihren eine weitere Yereiiifachung, wenn 
y^ verscliwindet oder unendlich wird^ mit anderen Worten^ für @ » o oder 

% = o. Da beide Fälle auseinander hervorgehen^ wenn man ~ statt y setzt 

und H und SB mit @ und Z) Tertaoscht, so bescluünkeii wir ans hier auf 
die Transformation 



X 



fr-n 



und bemerken^ daß zur direkten Ableitung aus den allgemeinen Formeln 
der linearen Substitution^ für Ä = o , yo^ <x>, 

fy = (i - f ) (4 »»' 4- 6 6y« + 4 »y + 6) 

zu setzen ist. Man erhalt: 

x — x^ 2 '" ^ 2 x — rCn 2 



2(a? 



-aJo) \ Xq ) ^ 



^ ^®" ^2»y + (£-X«' ^"»(iC-Äo)'^ 2» ' 



^ = ^6-^-e- f^., 1 = 4^»^ 



»(Ä-a^o)* ' T9 -r I (25By + 6_iO)« 



40. 

Da jetzt % und 97 gleichzeitig verschwinden^ so müssen die sämtlichen 
Wurzeln von f und f einander zugeordnet, und sofern die lineare Sub- 
stitution (As reeU vorausgesetzt werden soll, gleichzeitig reell oder komplex 
sein. Aus der Gleichheit der Invarianten folgt, daß für 6r^< z-jH.^ 
I und 71 ein reelles und ein komplexes Wurzelpaar besitzen, während für 
G^>'2'jH^ unentschieden bleibt, ob zwei reelle oder zwei komplexe 
Wurzelpaare stattfinden. Eine lineare Substitution, welche vier reelle 
Wurzeln in zwei konjugierte Paare überführt, oder umgekehrt, kann je- 
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doch trotz der XJnTeranderlichkeit der Inyarianten nicht reell sein, so daß 
der Fall, wo | vier reelle nnd rj vier komplexe Wurzeln besitzt, oder 
umgekehrt, hier auszuschließen ist. 

Eine lineare Substitution von der Form 

axy + 6a; + cy + d = o , ad-bc^± i 

läßt die Inyarianten ungeändert. Setzt man 

i?i? = « (y - yo) (y - Vi) (y - y%) (y - Vs) , 

wo 

Ä « ^ (c + aXf^) {e + ax^) {e + ax^) (c + ax^) , 

so sind neben ad — bc=^±i die Tier Gleichungen 

ax^iff + 6a?^ + cy< + rf = o 
zu erfüllen, folglich muß die Determinante 

verschwinden. Diese Bedingung liefert 

{3Co - Xi) {x^ - x^) (yoyi -f y^tfi) + (x^ - x^) (a?, - x^) (y^y^ + y^y^) -f 

+ (^0 - ^s) (^1 - ^j) (yoy« + yiys) = ^ 

oder 

mit anderen Worten, das DappdverhäUnis der vier Wurzeln bleibt infolge 
linearer Transformation invariant (vgl. Art. 3). Wenn y^y^ nebst y^y^ 
konjugierte Werte haben, so ist diese Oleichung reell, ebenso wie 81 und 
die übrigen Koeffizienten in 17, während allerdings abcd nicht reell sein 
können, weU die lineare Substitution reelle Wurzeln in komplexe ver- 
wandelt hat. 

Anders verhält es sich, wenn allein y© = ^0 + ^1 * ^^^^ tf i'^^o" ^i * 
komplex sind. Dann zerfällt die Gleichung zi =» o in zwei, nämlich 

(0 yi,y8- (y^-*- y8)^o+ ^0 +^1=07 

und 

(2) (Xq-x^ • x^ - x^) + (Xq-x^ • iTi - a:,) = - -^- = o . 

Folglich müssen jetzt die Invarianten JS=^ verschwinden und außerdem 
die Gleichung (i) erfüllt sein. Dadurch wird aber der Wert von 8 rein 
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imaginär, d. h. die Gleichung G = @ kaan nur stattfinden, wenn die 
Koeffizienten in ij' rein imaginäre Werte habeiL Läßt man den Faktor i 
fort, BO erhalten G und @ entgegengesetzte Vorzeichen, mithin auch 
G^— 27 H^ und ®*-- 27 ^*, wodurch der scheinbare Widerspruch gehoben 
wird, der darin liegt, daß eine lineare Substitution, durch welche ein 
reelles und ein konjugiertes Wurzelpaar in vier reelle Wurzeln, odiör in 
zwei konjugierte Paare verwandelt werden, die Invarianten nicht ändern 
soll, während die Ungleichung G^ > 2j H^ in @'< 27^* übergeht.^) 



41. 
Setzt man 

Si 5i = ^1 (a? ~ Xq){x - ari) , ViVi^^iy- tfo) (y - Vi) , 

so ändert sich die betrachtete lineare Substitution nicht, wenn man in 
den Formeln des Art. 39 x^ und y^ mit x^ und y^ vertauscht. Es geht 
dies aus der Relation 

des Art. 38 hervor, vermöge deren 

61 £1 li U ^ rii ni nS ni ^^^^ €,£/ ^ ^ nini 

{x-x^){x-Xi) iy-yo)iy-yi) x-x^ y-yi 

wird. Durch Verbindung mit der früheren G^leichung erhält man die 
symmetrische Formel 

y-yo i! y-yi It 



— * 



ic-a?o vi x-x^ rii 

Wenn hier x^x^ und y^y^ hmjugierte Wurzelpaare sind, so nimmt diese 
Formel die Gestalt an P + Qi => P - Qi oder ^ = o. 



i) Als Beispiel diene 
^o=|i «i = ii «, = 2, aj, = 3, yo = yt ^1 = ^1 yf = 4 + 5», ys=4-5S 

S|«^^(i2a:*-4.25a;«-|-6.5oa;«-4.95a:4-i68) , 

i27j = |Ä(3y*-4- x6y»+6.8oy*-4-484y+i5i7) , 



folglich 



J«./Qi.«xl « ^ 6-9t ii+26t 

V340 V340 

«/? 1»^ T ^ --164.19» , -1-36» 

V340 y340 
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Aus der gefundenen Gleichung lassen sich die Radikale entfernen^ 
wenn man die Relation 



7 ^« - r ^'^ oder ? ^ = I "^^ 

benutzt. Dann wird 

so daß man nach Belieben schreiben kann: 






-f 2fw,a;i + nj 



H-2in,yi+n, ^ 

aj-io li * t,yi* + 2ra,yi4-n, " «-aJi ' 

y-yi ^ ^ ^ l^xi + 2m ^x^ + n^ ^ y-y^ 
x-x^^ ^ *I«yo + 2in,yo-fit, "ä-äo ' 

oder mit Hilfe der Wurzeln x^x^ und y^y^- 

y-yo l/^Q -^i • ^Q-^ ^ y-yi l /^i - a?, ■ a;t - a:. 



X 



y-yp ^ ^ , a^i - ^ • ^1 - a;, y^J^ 
aj-a^o ^ " yi-y« • yi-y« «-«i ' 
y-y, ^ ^ ^ gp — a?g • j?o - ^8 . y—y(^ . 

Für J. = o, iCt=oo hat man ÄXj^^—^B zu setzen, weil 

Übrigens ist immer festzuhalten, daß das Entsprechen der Wurzeln z^^q. 
und x^y^ durch die Gleichung 

Wi Wg - tlti Ttla = C - ß 

der Artt. 24 und 36 bedingt ist, damit die Zerlegung von S = S^ ^ und 
V^ViVi *^ ^®^ nämlichen Wurzel X der kubischen Resolvente beruhe. 
Die Formeln des Art. 39 besitzen dagegen den Vorzug, daß man neben 
^0^0 ^^^ zugeordneten Wurzeln x^ und y^ nicht zu kennen braucht. 

Die vorstehenden Gleichungen gelten nicht bloß für reelle Werte Ton 
x^yif sondern auch dann, wenn XqX^ und y^y^^ gleichzeitig konjugierte 
Wurzelpaare bedeuten; also mit anderen Worten, wenn die Determinanten 
mf - Zj nj und vXi - Ii tt^ von gleichem Vorzeichen sind. Nun ist aber 

oder 

wif — li n^ ml — 1| tts 
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so isSf was Yom ersten Wurzelpaare gilt, bei dem zweiten von selbst 
erfUlt ist. SoUten aber die Wurzeln von ^ sämtlich reell; von 17 sämtlich 
komplex sein, so würde, wie schon hervorgehoben wurde, unser Verfahren 
keine reelle Substitution liefern. 

Die hier entwickelten Formeln für die Theorie der linearen Substi- 
tutionen bei der Transformation elliptischer Differentiale, empfehlen sich 
durch Einfachheit und Durchsichtigkeit. Die rationalen Transformationen 
atoeiten Orades führen notwendigerweise auf verschiedene Inyarianten. 



42. 

Zum Schlüsse betrachten wir noch die Substitutionen dritten und 
vierten Ghrades 

und 

-welche Her mite zuerst untersucht hat.^) 

Vermöge der ersteren gehen die Eovarianten fg resp. über in 

nw)^f-^f,t + tf„ (f-f- 4/;„ (^)'+ f„ {^)' 

gi^W) =g-49,jr + (>9„ (y ) - A9„. (j) + 9„ {j) 

mühin Gg + Hf in 

G^ + H\^<'J-{G9-sHf). 

Ti 

Da nun durch Differentiation erhalten wird: 

dw _ 3<7 

so folgt 

\dxl ^ f,* ^ Gg-'-^Hf^ 
I) OrdU^^ Journal Bd. 52, S. 8 und Bd. 60, S. 304. 
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oder 

dfc dx 

-3« 



also wenn /* für x ==Xq verschwindet: 

/dx _ /^ dx 
yGj+Wf" ^^J yWg^f&f 

•Co ^^ 

s bedeutet das Vorzeichen von '- = i — 



X—Xq (« — «o)/r 

Die umgekehrte Substitution ergibt sich durch Auflösung der kubi- 
schen Gleichung 

(Äw + B)x^'\- 3(Bw + C)x^+ siCw + D)x + {Dw + JE?) = o , 
deren Invariante durch 

gegeben ist^ während nach dem Früheren 

wird. Schreibt man nun 

2X„^ (Ato + B)x + Bw + C , 
so hat man 

4^5 = ®^« + $, 

® = 3 (^«;»+ {BC-ÄD)w + (0»- Bi») , 

© = Y (i,w»+ UJBC+ 3^C»~ 3^*^ - Ä*E)u;^ + 
+ (3^-BC+ 25«2) - 3BC^- 2ABE)iv + 3(5^2) - B^E - 2€»)) , 

während als zugehörige Invariante erhalten wird: 

3 — gjc®'- 27 1»*) = 4U«' + B)V„. 

Da nun 

4SB = V^- 2{Aw + B) VX, 

oder 

2B = I (^m; + B) >/^rGY+fiT) , 

so folgt zur Bestimmung von x die Gleichung 

Uw^ + JB)a; + J5«<; + 0- (§ + SB)' + (§ - SB)». 
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Führt man dagegen die neue Variable 

w = ^=i(S'r-2ii") 

ein^ so gilt nicht allein die Formel 
sondern es wird auch 



diu _ '^ ^yfff ^ IL ^^ 



nebst 



00 



/dx ^ r* du> 1 r* dw 



Hier yerschwindet £ für x » x^, und e bedeutet das Vorzeichen der Diffe- 
renz X — Xq, wenn w als positiv wachsend Yorausgesetzt wird. 

Die Formeln der umgekehrten Substitution sind bereits Art. 33 ent- 
wickelt worden, wonach 



Uw - Ä,)x -h (Bw - B,) = I (D s]/^^3^ , 

wenn das Produkt der in S enthaltenen Radikale das Vorzeichen tön t^ 
besitzt. Mittelst der Gleichung 

I, dx 

endlich leitet man den Wert ab: 



jj ^ t«» Ana) Q-i /J.^ —AI 



Man sieht, daß hier x und £ nicA^ auf ro^ionaJe Weise Ton to oder 
abhangen. In der Tat erhält man zufolge des Art. 39 bei Einfahrung 
einer Variablen y, für welche 

dx f* dy h dw 



/dx _ f* dy _^ n dw 



«0 



« i-T TT L^x^-^-M"^ 
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neben 

= 2y^+\ Gy + H-w(6y'-^G), 

~ 4.y^-'Gy-H 



y — to (o ri 



oder 



y/w-x ^-^ y-^^ 



,^ ^ (y« + ig)'+2gy ^ 
4y«-öy--Br 

Letztere Substitutionen dienen zur Halbierung resp. Verdoppelung de» 
Integrals 

00 OD 

to ff 

wo nach Weierstraß 

die möglich einfachste doppeltperiodische Funktion bezeichnet. 



IT. Über Gleiehnngen fünften und sechsten Grades« 

43. 

Es ist bereits im Art. 19 angedeutet worden, daß die typische Gleichung 
^uch fftr w = 5 und w = 6 etwas näher untersucht werden soll. Wir 
echicken zunächst einige allgemeinere Betrachtungen voraus. 

Die assoziierten Eovarianten ^^. haben nach Art. 16 die Form 



wo wie früher n =» iH[i —2p geschrieben ist und Ä^ , G und J„ für 
4f» :» 2 y n» »= 4 und m = 6 Invarianten bedeuten. Im Übrigen sind die 
ersten Koeffizienten ÄA^i^G h^J„ . , . unabhängig vom Grade m von f 
(für t > m würde ^^ keine Bedeutung haben), wie aus der Definition der 
Eovarianten /) und ^^ hervorgeht In der Tat folgt für ^ = o 

/,(o) = - (i - I) a^.i + ^a«»<-4«m-»- h«->m-^ • • 4- (- i/<-^a^_, , 
mithin für den Koeffizienten h^ von x^ m f^-. 

\ = a^"*a, - *ao"*ö<''<-i ± • ■ • + (- O'* (^8«o«i"^«, - (i - 1) a») , 

also unabhängig von m^ und vermöge der zwischen den f^ und ^^ be- 
stehenden Relationen überträgt sich der Satz von selbst auf die Koeffi- 
zienten der höchsten Potenzen von x in den assoziierten Kovarianten ^f^. 

Diese Eigenschaft kommt auch gewissen anderen Kovarianten zu^ 
aber keineswegs allen^ so daß es angezeigt erscheint, zur Unterscheidung 
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eine besondere Benennung zu gebrauchen: es mögen derartige Eoyarianten 
als permanent^ kürzer als P-Eovarianten bezeichnet werden. 

Als einfaches Beispiel betrachten wir für n =^ 2m — 4 und 2 » 4tn — 12 
die beiden Eoyarianten 

und 

- ^[99]% = Ai9i9f - 99„) ^ M' + l\x^'^ + l^h^x^-'^ + • • • ; 

dann findet man leicht 

A^^B^-AC, B^^~{BG-AD), 

C,-Y^^(^n,^i)C'-2BD^{m^i)AE), 

nebst 

60 = 4 {Bl -A,C^)^{BC- AD)* - 

-j^(B'-AC){(m-i)C*-2BD-(m-3)AE) . 

Während A ^i A von m unabhängig Bind, nin^mt 6, mit C, yer- 
schiedene Werte an: für w = 3 wird h^ = e/, für m = 4 folgt 

\^ ^ (^ A^B^- 2 A^CE-^ 2 AB^E^ 10 ABCB-\r 

-^tAC^-^^B^B-zB^C) 

usw. Die Eovariante {gg\ gehört also nidUy wie g zu den permanenten. 

Dagegen ist man berechtigt, eine P-Eovariante von der Form 

zu bilden, indem man die EoefGzienten Jj^ durch die Differentialgleichungen 
des Art. 8 aus J ableitet. Denn da nicht allein 

S *öf<_i ~^ '^^ f sondern auch (l — Ä;)6j^i = g (w — i) a^^^ ^ , 
so hat man 

Gayley bezeichnet derartige von m unabhängige Eoeffizienten \^J vis 
Semiinvarianten. 

Auch der Hermite'sche Satz gibt das Mittel an die Hand, um die 
Eovariante j zu finden. Denn da für ^o** i5(*o®i ' ' ^m-i^m)> die Eo- 
yariante g = b^x" + • • die Gleichung erftlllt 

P'^gx^%{iof,.^fj, 
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80 folgt nach Einführung der ^,: 

Die Eoyariante $ ist also durch p^f*^ teilbar und fQr den Koeffizienten 
der höchsten Potenz von x hat man 

Wenden wir dies auf die gesuchte Kovariante 

an, so ergibt sich wegen 

6^ = J= A^B^ - 6ÄBCD + 4^C» + 4-B«2) ^ 3-B*C« , 

rj = a + 4/;» = ** - 49' , nebst ^»e7= i| ~ 4 A' • 

Die Differenz 4^' — %' besitzt also den Faktor f\ Etwas allgemeiner 
werden die Ausdrücke 

durch f* teilbar. Auch steUt sich heraus, daß die Eovarianten Yon den 
Gewichten 7 und resp. 10 

durch f teilbar sind, mithin drücken für m > 4 auch 

/i^^o^*"-^*^-. und f=a:r*™-~+-- 

permanente Eovarianten vierter und fünfter Dimension aus, für welche 

AÄq = 6/0 - ^1^0 und A^ = Ä» - 4 A 6?« 
werden. 

44- 

In analoger Weise bestimmt man die permanente Eovariante 

h' = Hx"'-" + ' ■ , 
welche f&r m = 4 die Invariante 

H — Y ^f9^* = ACE- AB* - B*E + 2BCD - C» = 
darstellt.^) Daraus entspringt die Gleichung 

i) [fg]^ ist so wenig wie [gg]^ eine permanente Kovariante. 



ABC 


BGB 


C T) E 



' 
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-oder 

und durch Verbindung mit dem Ausdruck fQr pj : 

j + /**' + ^^4=0 nebst J^- AH+A^G = o . 
Für m = 4 und i = — J4 folgt hieraus wie Art. 2^ 

Auf demselben Wege ergeben sich für m »= 5 die P-Kovarianten: 

J=-hj A'=*s; ^A^fl'j; 

J30wie filr m » 6 die permanenten Ausdrücke: 

Man kann die Yorstehende Gleichung 
sowohl wie bei der kubischen Gleichung in der Form schreiben: 

als wie bei der biquadratischen Gleichung in der Gestalt: 

h*'=^9'-rgt^- f'h' ^4ll(9-^f), 
wenn 

4>L' = ^4>l + Ä' 

gesetzt wird. Es folgt daraus dem Früheren analog 

und neben dem Produkt 
genügt die Summe 

der biquadratischen Gleichung 

e^ = 6ge^ + 4 Ä^r + 35'* - f^ti • 

1. 

D^egen bleiben jetzt die einzelnen Faktoren ( — v^ ) y sowie Yg—lf 
National. 
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Später werden wir noch für m = 5 die Invariante 

sowie für m = 6 die Eovariante 

K - h^^ + ^1^ + ^j == Y [/"^Ji ; 

nebst der Inyariante 

AB C B 



L = [fh\ = 



oder 



B C B E 
C B E F 
BEF G 



A = lo[gg]^ = J„J„ + 300L , 
zu betrachten haben, um die permanenten Eovarianten abzuleiten: 

*t? + 3oo/' = ^a;*«-** + .. . 



und 
während 



45. 

Symmetrische Funktionen der Wurzeldifferenzen, welche Eovarianten 
mit den gegebenen Maßzablen darstellen, lassen sich auf Grund des Art. 7 
ohne Schwierigkeit konstruieren.^) Da dies aber nicht ausreicht, um, auch 

1} Hierbei wird man sich namentlich zu versichern haben, dafi die symmetri- 
schen Summen nicht etwa identisch yerschwinden. Dies kann z. B. durch einen 
Faktor x^ — Xj^ herbeigeführt werden, der bei Vertanschung yon % und k in den ent- 
gegengesetzten Wert übergeht, zuweilen aber ist die gegenseitige Aufhebung der 
Smnmenglieder weniger leicht zu übersehen. So konnte man beispielsweise versucht 
sein, für m = 4 eine Eovariante konstruieren zu wollen von der Form 

\^A* ^{x^—ai^)^{x^—x^){x^^x^){x^ — x^){x — x^)^ , 
11 

für m = 5 eine Eovariante mit den Maßzahlen 6, 4, 7 : 

i6==^*^(«o-«i)'(^-«i)'(«i -«i)(a;i-a:,)(a^-a?4)(a: -«,)»(« -0:4)", 

ISO 

oder für ffi = 6 eine sogenannte schiefe Invariante vom (Gewicht 9 : 

8 
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abgesehen von einem numerischen Faktor^ deren Identität in Ansprach 
zu nehmen^ so sind nachstehend bei den eine weitere Prüfung erheischenden 
Gleichungen die betreffenden Kovarianten mit Klammem resp. Sternchen 
versehen worden: 

X (rr - «i)* (a; - »,)* (a; - «,)* (a; - a;^)» • • (a; - a:„_i)' , 
^*= ^^^*^(«o- «i)*(a;,- ai,)«(a: - a;^)» • ■ (a; - a;„_i)* , 

(^5) = * ^»^ (iTo - x^ )* (a;, - aTj)* {x^ - x^) x 

60 m« 

X (a; - a;i)(a; - a:2)(a; - Xs){x - x^? (x - x^f • ■ (x - x„_i)*, 
= ♦ A^^{Xq- x^)^ (x^ - a?8)(a:2 - x^){x^ - iCj) x 

60 m« 

X (X- Xq)(X- Xi){X- X^)^ (X-X^)* {X- X^)^ (X-Xq)^ " {x- X^,^? , 

(tlfs)^*Ä*^(XQ'-X^)^iX^-Xs)'{X^-X^)^(X-Xe)^"(X-X^^^)\ 

= ♦ A*^{Xq - X^) (Xi - X^) {X^ - X^) (X3 - X^) (X^ - X^) {X^ - Xq) X 
6U7a« 

TJm zu prüfen, ob die gegebenen Ausdrücke permanente Kovarianten 
darstellen, vergleichen wir die Koeffizienten der höchsten Potenzen vonj; 
und verifizieren zunächst die Gleichung 



J,„ = ^' ^ ( a?o - ^ )* <^« - ^8 )* (^4 — ^ß )' (^1 - x^){x^ - aJ4)(^fl - ^0 ) 1 
so 

Ausdrücke, die sich gleichwohl bei näherer Betrachtung als verschwindend heranfl- 

stellen. 

i) Allerdings kann der Verfasser den Vorwurf nicht als unberechtigt ablehnen, 
daß er früher Tersäumt hat, einige der synunetrischen Sununenausdrücke hier und 
im Folgenden auf ihre Bichtigkeit und Vollständigkeit zu prüfen, und dies jetzt dem 
geneigten Leser zu überlassen genötigt ist. 
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Man erhält leicht wegen 

neben 

Damit folgt für beliebige Werte von m im Ausdrack für g: 

Für die Eoyariante h wird die Gleichung 

to= 4^'^(a?o- ^i)*(^o- ^) = cZä^^{Xq- X^)(Xq- X^)(Xq- x^) 
ZU nntersnchen sein. Offenbar hat man 

^(^o-^i)*(^o"^) = (^- i)(w- 2)Sa;o*-3(w-2)Sar*a:i + i2SXqXiX^, 
«ft. 

^ (fl?o- ^i)(^o- ^)(^o- ^5) == -6"('^ - ^)(^ - 2)(m - 3) Sa^o* - 
mithin 

Für die Eoyariante ^^ erhält man analog: 

G ^ C^Ä^ ^(Xq-X^)* (X^-Xj^)^ ^cZÄ^ ^{Xq-'Xi){X^- Xi){Xi-X^)(X^-XQ) , 
8m« 8m« 

wo 

^(a;o - a^i)* (0:2 - a;»)* = (w - 2)(w - 3) S a;«a;f - 

8m« 

- 2(w-3)Sa;*a;ia;,+ i2Siroa:ia;8a?5 , 

^(a^o- ^i)(^i - ^2)(^ - a:8)(a?8 - a?o) = y (w - 2){m - 3) S a;»a;> - 

-(w- 3)8x^XiX^ + 6SXf^x^x^x^ , 



aa. ^ 



8' 
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46. 

Die permanenten Eovarianten g h t^- - sind hierdurch auf symme- 
triBche Summen der WurzeldifTerenzen zurückgeführt. Es fragt sich jetzt, 
ob die Gleichungen 

6 

w = 5 : i^ = - io\ö^*-2'(^o- ^i)*(^8- ^«)^^5- «4)*(^4- ^2)* y 

10 

— 1-2^0 "**-^^^o-^l)^^l-^l)^^-^)^^«-^4)*(^4-^o)^ 

w = 6 : Z^, = ♦ ^'^(a?o - a:i)*(a?2- rr,)^^:^- x^)Hxo-' x^)(Xi - a;«) , 



45 

^ = 9ß(Jiöö ^*^(^0 - ^l)*(^2 - ^8)^^4 - ^)* > 



960000 



e7'iv= *-4*^(a;o~ 5:i)*(a;2 - ^8)*(^&- ajj^a:^- a;5)\'a:5- iCj)^ , 

46 

Jiy^ * Ä^^(XQ-Xi)^(X^'-X^)\x^-X^)^(X^-X^)\x^-X^)\Xf^-XQ)\ 
60 

in ähnlicher Weise verallgemeinert werden können^ um dadurch Ausdrücke 
für die permanenten Ko Varianten ^'Ä'j' Ä"j" zu gewinnen. Die Gewichte 
sind p = 6, 6, 10, 8, 12, während JHKL Invarianten bedeuten. Die 
Formeln für J und H ergeben jedoch^ daß ihre Gültigkeit schon für 
w > 3 resp. w > 5 aufhört. 

Dies zu zeigen beschränken wir uns der Einfachheit halber auf die 
Fälle D = o resp. Il=o, wodurch 

und 

Sollen nun J und H ausgedrückt werden durch 

J^ C^Ä^^iX^- Xi)^iXi'- X^)^(Xi-' Xq)\ 
ff*» 

und 

S => CmÄ^^iXQ- X^)^{X^- Xi)\xQ- X^){Xj^- X^) , 

6^4 
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so kann man mit D auch die folgenden Koeffizienten JB7 2^... verscliwinden 
lassen, oder ^^2 = ^a " * '^ ^m-i "= ^ setzen. Dann wird 

and hier erhält man für m=^ ^ ^s "^ ~ ir ^ während ffir in > 3 ein wider- 
sprechendes Resultat hervorgeht. 

Wir schließen darans, daß die durch die symmetrische Summe 

Cn,^^2{XQ- x{)^{x^ - x^)^{x^ - Xq)^{x - a:,)* • • • («~ x^_y)^ 

definierte Eovariante nur fOr m = 3 den ersten Koeffizienten J hat, also 
nicht permanent sein kann. Da wie früher nachgewiesen, die KoTariante 
— 2[gg]^ mit den gleichen Maßzahlen sich ganz analog verhält, so könnte 
man an eine Identität beider denken, allein der oben bestimmte Koeffi- 
zient &o reduziert sich für D = E =^0 auf 

£2 C^ - |üLzJ C«(B«- äC) « 



(2m 



^^, (2(w-l)a;5a?f-^(j?o+a:i)*a;o*a^i) ; 



führt also gleichfalls nur für m » 3 auf einen widerspruchsfreien Wert 



von c^. 



Für Kovarianten mit dem ersten Koeffizienten H läßt sich mit dem 
gleichen Erfolge der entsprechende Nachweis führen, wenn man 

o = E = J^-'« oder ^z^^a,' '^"^^m^x^^ 
setzt. Denn dann wird 

=• j8^^^'(6(»»- i)(m-2)x^x^x^S^oSXoXi- 

-9w(m- i)xSxlxl- 2(m-2)^(SxQX^)^) , 
während zugleich 

H^c'^A^J^ix^- x^)* (x^- x^)^ (Xq- x^)(Xi- x^) , 

sein soll. Substituiert man die Werte 

(S^o^i)'= 8^0^;» + SX^x^x^Sx^x^ + tx^xlxl , 

^{X^- X^)^ XI{2X^X^-X^X^- X^X^)'^ ^X^X^X^^XIX^- 12X1X1X1- 2%xlxl , 
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so folgt: 

neben - 3im' - m + ^^yx^x^xl) , 

H^ (w - 3)c^^^ {sXf^XiX^Ss^Sx^- (m - 2)SxSxf - izx^xjxl) , 
mithin 

und diese Gleichung enthält nur für 
keinen Widerspruch. 



47. 
Die Gleichungen fünften Grades. 

Wir gehen zunächst über zu dem Falle 

m = 5 



und erhalten für 



= — -TT f'W > y^^ TT ' 



ix - y)z = (^Ä?*+ /^Bx^+ 6Ca?*+ 4Dir + i;)y + 

+ Bx^+ ^Cx^+ 6Dx^+ ^Ex + F , 

/•^a;/"?^ = (rc - y)^(£rn iof^e^+ iof^e^+ sf^e + /;) . 

Setzt man aber 

fy^Äy^+ 5By*+ loCy^H- ioDy^+ s^y -h F=^o , 

so wird 

£f = Uy + -B)a;»+ (^y'+ 5-By + aC)x^ - 

sowie 

oder wenn die Potenzsummen öj^^ Q^e^ eingeführt werden: 
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Hier erhalt man für die assoziierten Eovarianten f^ resp. ^,. : ^) 

= TÖÖ^'-2'(^o- x^? {X - x^)'^ {X - x{)^{x - a:^)* , 

10 

eine Eovariante vom Grade 6^ Dimension und Gewicht 2, deren Koeffi- 
zienten durch die Ausdrücke gegeben sind: 

B,^^{BC-AD), F,^^(DE-CF), 

C^^^(2C^-BD-AE), G.^E^-DF , 

D.^^iSCD^jBE^AF), 
Femer wird 

und wenn 7t = 2 [fg] , also U^—h : 

Ä = foO?* H , Grad 9, Dimension und Gewicht 3, 

^ 20Ö ^'-2'(^o - «i)(^o- ^a)(^o- ^3)(^ - ^i)*(a; - a;j,)*(a; - a;,)^(:r - x^?^ 
so 

60 

i^^:3ABC-A^D-2B\ - h(oy=^2E^ - sDEF-^-CF' . 
Weiter folgt 

*4= |-[/*/']4=/'Av - 4/;/;,, + 3f,J,r-9i j 

g^^Gx^+ 2G'x + G'\ Grad und Dimension 2, Gewicht 4, 

= 255-^*-.2'(^0- ^l)^^2- ^8)*(^ - ^4)* . 
15 

^ Töö^*^(^0- ^l)(^l - ^)(«l- ^8)(^8- ^o)(^ - ^4)* } 
16 



i) Wir bezeichnen durch f, g^ h, j^ k • • - Eovarianten der i., 2., 3., 4., 5. • • • 
Dimension, während der Grad durch beigefügte Indizes ausgedrückt wird (natürlich 
mit Ausnahme von f^ und ip^, resp. von f—ff,^ 9^9^ ^^^ ^ =^ ^9)* 
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nebst 

Endlich wird 

oder 

Äj« 2[fg^] = JcqX^^ • • • , Dimension 3, Grad und Gewicht 5, 

= ♦ Ä*^(XQ-Xi)^iX^-X^)^{XQ-Xj{X - x^){x - x^){x -x^){x- x^? , 

60 

nebst 

fto= Ä^F- SÄBE-^- 2ACD + 8B«D - 6BC^ . 

Die typische Gleichung für e nimmt nunmehr die Gestalt an: 
z^=^ iogz^+ lohe^-^ 5(39^- P9i)^ -^ ^gh - P\ , 

mit der Diskriminante f^^D^if), während die Potenzsummen die Werte 
bekommen : 

6^^ ioo{2gg^+ 3Ä«- 3p99t) , 

0^^ 20(1645^*+ 408 jfÄ*- 23of^g^g^- 4f^hh^+ sf^gl) , 

f • « • • • 



48. 

Man kann nun die Invariante zu g^ berechnen: 

J,y - 4(ö'<?'- Gö") — 2[g,ff,], =j' = K , 
Dimension 4, Gewicht 10, und erhält 

K-'Ä*F*- ioABEF+^ACDF+ 16 ACE'- i2AD*E+ i6B*DF+ 
+ gB*E*-i2BC*F- 76BCDE+ ^8BD* + ^SC*E - i2C*D* , 



>Vn ^*^(«o - «1 )* («1 - *»)* (*» - *«)' («8 - «4)' («4 - «0)* > 



1260 „ 



- i2ßÖ^*-5'(^0- *l)* («1 - «s)* («8 - «4)* («4- ^j)* • 



1260 j. 
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Diese Formel liefert nach dem Hermite'schen Satze: 

welcher Ausdruck jedoch nicht unwesentlich vereinfacht werden kann. 
Dies geschieht zunächst durch die Einführung der Werte ^^ oder gg%h\y 
wodurch der gemeinschaftliche Faktor /*' wegfällt^ so daß 

f^Jry^phl-i6rggl + 4^g^g,- iig^hj , 

Da aber auch hier das Aggregat der bmden letzten Glieder durch f^ 
teilbar sein muß, so dürfen wir durch die Gleichung 

eine neue Kovariante vom Grad 8^ Dimension 4, Gewicht 6: 

J8=- Ja;«4- -3 

einführen^ den Resultaten des Art. 44 entsprechend. Damit wird 

nebst 

Ä^K^il- löÄ^G^- 12GJ . 

Weitere Invarianten werden durch die symmetrischen Summen 

60 

60 
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X \Xq X2) \Xq X^) {Xq X^) 

definiert und sind von den Dimensionen 8^ 12 und 18 nebst den Ge- 
wichten 20, 30 und 45, so daß die Produkte f^^Jym, f^^Jxn und f^Jxvm 
ganzen Funktionen der f^ oder ^,. gleich werden. eT'xvm bezeichnet dann 
die sogen, schiefe Invariante von Hermite, und ihr Quadrat ist durch 
Jiv} c^viii und Jj^n rational ausdrückbar. 

Wir bilden jetzt für unsere Funktion f vom 5. Grade die Kovariante 
h'^h^ vom Grade und Dimension 3, Gewicht 6, welche durch 

*8 = -i[/'^]4 = -|[/"^2]2=S^'+3H'a;>+3^"^ + fl'", 

= ^A^^{X^-X^)^{X2-X{)^(XQ'-X{){Xy'-Xj;){X-X^)^ 
^^^ 30 

gegeben ist, wo 

H= ACE - ÄD^- B^E+ 2BGD - C» , 
3fl' = ACF-ÄDE - JB>-F+ BGE+BI)^- G^D , 
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3H" ^ ÄDF - ÄE*- BCF + BDE + C'E - CD* , 
H"'^BLF-BE*-C*F+2CDE-D' . 

Damit erlialt man sogleich, wie bereits Art. 44 angegeben, 

und wenn man in dem oben entwickelten Werte von pJiv j^ dnrcli %, 
eliminiert: 

mithin auch 

und hl — ^ggl wird durch f teilbar. Sclireibt man daher wie Art. 43 

^l + 4^1*1 - A| - A99l = f\ f 

80 wird f — i'5 = Äir*+ • • • eine Eovariante vom Gewicht 10, Grad und 

Dimension 5, nebst 

kS-4Ä,G'^ÄSH, 

fK^\-\'i2g^\ und SBi^AK-izGH . 

Die Kovariante h^ kann man benutzen zur Aufstellung der zugehörigen 
Invariante J oder 

die in Bezug auf f auf die Dimension 12 und das Gewicht 30 steigt, 
und deren 228 Glieder von Faa di Bruno, 8. 318 der J^in^'^n^ in die 
Theorie der binären Formen (in der Bearbeitung von Noether-Walter), 
entwickelt worden sind. Für J? = D « o reduziert sich der Ausdruck der 
Invariante auf die elf Glieder: 

a 

27C?Wjpt-4C*^«+ i6ÄC'^E^-72AC^EF^-24A^C^E^ + 

+ 62^»C«JB>jP*+ löA^C^E^- 16 A^C^E^F^- 
- ^A^C^F^ - 4A^CE^ - A^C^E^F* . 



49. 
Kennt man eine Eovariante von der Form 

10 



ift 
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Grad 4^ Dimension 4^ Gewicht 8^ so werden die Invarianten 

und 

eTxn = Ä'C'E' - ÄD'^ - B'^E' + 2 B'C'D' - C» 

Inyarianten von f mit den Dimensionen 8 und 12 und den Gewichten 
20 und 30, und zwar erhält man 

sowie 

e/iu =~ YÜ4 9434 ; 

wenn 

gesetzt wirdy also von der achten Dimension ist. 

Die Ausdrücke Z[fh^\ und ^Igg^]^ liefern solche EoYarianten rierten 
Grades^ und man überzeugt sich ohne Schwierigkeit von der Relation 

h- ^\fK\t = 2[99%\%- 1" 9i9i • 
Hier folgt für die höchsten Koeffizienten: 

Ä^ 3{AH''- 2BH'+ CH) , 

= 2{A^G"-2B^G'+ G^G) - 1 G\ 
mithin 
A^ A^DF-A^E^- sABCF-h 3ABDE + ^AC^E - ^ACD^ + 

+ 2B^F- sB^CE- 2B^D^ - SBC^D - 3G\ 
und folglich auch 

/•V*=4/1/4-3/-J-4/i/'l+/.^-/"! , 

Durch Elimination von h* (wobei freilich h nicht wegfällt) ergibt sich 

also ist 

^9*9t-^h = fh, 
wo 

h''^9h + f<-9l +h) = lo«' + • • • 
eine Ko Variante vom Grade 9, Dimension 5, Gewicht 8, und 

Äi^= 4Ä\G - i^k^ oder l^= ÄÄ'+6ÄiH + ÄG* . 
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Für die einzelneii Koeffizienten von j^ gelten die Werte 

Ä'= 3(äH"- 2BH'+ CH) , 
4B'- ii,AH"'+ BH"- 5CH'+ 3DH) , 
2 C - 3iBH"'- CH"- DH'+ EH) , 
4D'- 3{3CH'"- 5DH"+ EH' + FH) , 
E'~ 3(DH"'- 2EH"+ FH') . 

Die daroos herroi^henden, ziemlich weitläufigen Ausdrficke von cTVm ^u^d 
Jxn Tereinfachen sich fOr B = D = 0, und ergeben dann yr^gen 

H~CUE-C') , 3H'=ACF, 

3fi"- E(C'- AE) , H"' = - C'F, 

A''=-A'E'+4AC*E-3C* , B' — zAC^F , 

C'zCEUE-C*) , D'=CFUE-3C*), 

£'= 2AE'+ACF'-2C*E* : 

Jyni — 2A*E^- AKE*F*+ 22 A*C*E*-+ 12 A*C*EF*- 

- 3»AC*E'- 27AC^F*+iSC*E* , 

während der Wert von Jxa ^on dem bereits oben ans A, gefandenen 
nicht verschieden ist. Die Xavariante <7it oder K aber geht im gleichen 
Falle in den einfacheren Ausdruck über: 

J,v - A*F*+ 16 ACE*+ ^8C*E . 
Die Diskriminante endlich 

i^o, 1, 2, Sy 4, ist als Invariante von der achten Dimension und dem 
Gewichte 20 durch die Gleichung bestimmt 

so daß für B — D — o der Wert erhalten wird : 

+ 64oo^C*-E»+ 3^5(>AC^F^, 
~A^F^+32ACI\5A^E^-^5AC^E+ioSC^)+2s6AE\AE^5C'y^ 



i) Überhaupt läßt sich beweisen, daß für m = 5 jede Invariante durch eine ganze 
rationale Funktion von vier Invarianten mit den Dimensionen 4, 8, 12 und 18 ge- 
geben ist, doch gehen wir der Kürze halber nicht auf eine n&here Erörterung des 
bekannten Satzes ein. 
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50. 

Die Koyarianten fgg%h^3i reichen in Verbindung mit den Inyarianten 
K^Jyv und e/'vui auB; nm die Reihe der Stürmischen Funktionen, durch 
deren Zeichenwechsel die Anzahl der konjugierten Wuizelpaare einer 
Gleichung fünften Grades mit reellen Koeffizienten f{y) = o bestimmt 
wird, bequem zu berechnen. In der Tat braucht man nur, da die 
Wurzeln y imd z für reeUe Werte von x gleichzeitig reell und (kon- 
jugiert) komplex werden, aus den Potenzsummen ^^^^S^jt der Wurzeln e 

k 

der typischen Gleichung, fOr t = i . . . 5 , die Determinanten 



s, 



6^ tf 1 . . . tf|_i 



•«-l)«-2) 



T, 



^i-l ^i ' ' ' ^2<-8 



ZU bilden, und erhalt unter Weglassung einfacher positiver Faktoren die 
EoTariantenreihe 

^y ff, 9ff^i + 5ffffiy ^2gJ^ + ^gl- 216hl -Kg, 

nebst der Diskriminante D^{f)^ K^ — izSJym . 

Die nicht ganz kurze Rechnung bietet keinerlei prinzipieUe Schwierig- 
keit. Der Variablen x kann in diesen Ausdrücken jeder beliebige reelle 
Wert beigelegt werden. 

Von besonderem Interesse sind noch die beiden Koyarianten 
\ » [fgi]i , mit den Maßzahlen i , 5 , 12, und 
ie = 3 [As] = 2 Iß 99] 7 ini* den Maßzahlen 6,4,7. 
Die lineare Kovariante 

= * ä^^{Xq -x^)^ (rr, - a;,)* (x^ - xj^ {x^ - x^)^ (x^ - x^) (x^ -x^){x- x^) 

60 

besteht aus zwanzig Gliedern yon der Form 

Der Her mite' sehe Satz liefert 

+ 9fi-i5fif^+iof»f*, 
and hiersos durch leichte Rechnung: 

fh = 9*8 - 9l - 29iJi -gs:. 



•• 
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Übrigens erhält man für B = D = o : 

-Ä^E^F+SAC^EF+gC^F. 
Die EoYariante sechsten Grades 

je = A^x^ + . . . = 

= *A^^{Xq-Xi)^(X^ - X^)*(Xq - x^) {x^ - x^) {X - x{) (X - x^)^{x - a?^)», 
120 

eigibt 

A^^S {AH'- BH) ^2(B^G- A^G') 

= A^CF- A^DE-AB^F- 2 ABCE + ^ABB^ - AC^B + 

-V3B^E-bB^CB + ^BC\ 

Damit wird 

und nach Einführung von gg^hh^ : 

also teilbar durch f resp. ^ , wie schon Art. 43 erwähnt ist. 

51. 

In den Annali di MatenuUica von 1883^) hat Brioschi den Satz 
ohne Beweis ausgesprochen, daß, wenn g und h zwei Kovarianten n-ten 

Grades der Funktion f(x) = UqX"*^ H von den Dimensionen fi und v be- 
zeichnen, und X aus der Gleichung f=^o mittelst der neuen Variablen 

E = 7 ' S< = ^j ; g'di '^n[gh]dx = o 

eliminiert wird, eine Gleichung von der Form hervorgeht: 

«or + «ir-' + • • • + a. = f (?) = o , 

in welcher die Koeffizienten ^,. durch Invarianten der Funktion f aas- 
gedrückt werden. Zur Verifikation findet sich a. a. 0. S. 302 für m = 5 
und A=i6 ^®^ Ausdruck f unter (P) vollständig entwickelt. 

Der Brioschi'sche Satz enthält die Verallgemeiuerung eines zuerst 

von Hermite^) bewiesenen Theorems, wonach für r = . -- der transfor- 
^ ' ^ /)(«) 

1) Ser. U, T. XI, p. 303. 

2) Bwr Teqtuition du cinquieme degri p. 11 (1866). Man vergleiche auch Brioschi 
in den Mathem, Ännalen, Bd. 13, S. 144, und Faä di Bruno, Binäre Formen, 
deutsch von Walter, S. 191. 
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mierte Ausdruck f E ^SToJ"* 4 die verlangte Invarianteneigenschaft besitzt, 

wenn h eine Eovariante vom Grade n = m— 2 bedeutet. 

Zum Beweise schreiben wir zunächst 

und fuhren die lineare Transformation qx=^ 6^ + d^y (^^^^al + ^s aus. 
Die Eovariantenbedingung 

ePQ^'gixb) = xiiß) oder s^'+^g^xa) == ö''g{l^a) 
liefert 

a-^(-^P)JJ^g{x,)^JJ^6-xai)y 
und da nach Artt. 5, 6 

so folgt 

mit anderen Worten 

ist eine Invariante von der Dimension m(i-{-n, 

Dieselnvariante ist aber nicht verschieden von der Resultante Bifg); 
so daß die Funktion 

\^B{f,ig-h) 

geschrieben werden kann. In der Tat hat man jetzt nach der Bezeichnung 
des Art. 6 neben 

wie für 5 = 00 die Gleichung (^) /So'^ ^""'"^S'Cx) ergibt, weil die Koeffi- 

zienten b der Eovariante g von den Eoefiizienten a in f nicht unabhängig 
sind. Substituiert man diese Werte in die Gleichung 

SO folgt wegen 

mg) - a-h;- Un^x- y,) , R{q>x) = a; ßS^JJ.^a,^ ri,): 

8'^("+p)R(fg)=^R{(pX) , 

d. h. die Resultante JB wird eine Invariante von f vom Gewicht m{n+p) 
und der Dimension mfi + n. 

Um die Invarianteneigenschaft auch der übrigen Eoeffizienten 31^ ab- 
zuleiten^ bemerken wir, daß die Gleichungen f^o xmi icg^h durch die 
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lineare Transformation übergehen in 

^ = o nnd Ez = * ; ^^^^ p*"/" = o und %€^ Q^g = £^p" A . 

Die Gleichungen 

/*=o und B^-^ig^h 

aber lehren^ daß durch den Übergang von rr zu | in der Gleichung f = o 

als dem Resultat der Elimination ron x aus f—o und r = — die näm- 

liehe Wirkung- erzielt wird, als wenn j den Faktor s^"^ (resp. den Di- 
visor ««~^) erhält, wo 

i) = Y(w/[t-n), g = Y(wi/-n), oder p - q^^m{ii - v) . 

Es geht mithin f über in 

wo sich der noch zu bestimmende konstante Faktor 

ergibt, weil die Invariante %^ das Gewicht -^m{miL + n) besitzt. Damit 

geht also % über in ^i'«("'^+«)+*<«-^)8(^^ mit anderen Worten, die Koeffi- 
zienten 9[^ sind Invarianten von der Dimension mfH-nH-i(i/— ft), überein- 
stimmend mit der Angabe Brioschi's a. a. 0. 

52. 

Den spezielleren Hermite'schen Satz erhält man für n^m — 2 aus 
der Transformation der Gleichungen f=^o und if,= h, wodurch neben 

9=0, E9,= ^ oder E(*,(>"*~y+ £p"*" Y;) = ^«p™-Vi 
hervorgeht. Wegen g = Y^(^**'~^* + -) iolgt aus der Gleichung 

daß j den DiviBor e*"" *~ erhält, so daß jetzt diu-ch Einfühxang von | 

f = Oo"-*/7,(e/;(*.) - Ä(«.)) = 5lo/7,(E - £,) 
übergeht in 

üier bedeutet aber 
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die Diskriminante Yon f, also eine Invariante von der Dimension 2{m—i) 
und g = a'"^'""'^).*) Damit verwandelt sich 8^ in 

^m{m-i)+\mi(v^l) ^ 

d. h. die Koeffizienten in f sind Invarianten von der Dimension 

2{m — i) + i{v — I) . 

Übrigens ist aus den Elementen der Algebra bekannt^ daß man einen 
Ausdruck wie j,. = — ^'^ ersetzen kann durch den analog gebildeten 

X- = 2^ , wo ^ und g ganze Funktionen m — i-ten Grades bedeuten^ und 

X- als gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen f=o und h^ig er- 
scheint. Es geht daraus hervor^ daß man für f=o statt der Gleichung 

r = - - auch die Gleichung x = ^-^ zur Elimination von x benutzen 
^ g{x) ^ 0(j) 

kann. Zum Überfluß sei noch darauf hingewiesen, daß jede gebrochene 
Funktion von der Form — • auf eine gantie Funktion w — i-ten Grades 
reduziert werden kann, wenn man 

JJ^gx^ = g x^y x^ einführt, wodurch -4'|^' = w ^^iV^i 

hervorgeht, also eine ganze Funktion von :r^, für welche man den Rest 
bei der Division durch fx^ = o setzen darf. Die Funktion yx^ , in welcher 

der Faktor gx^ fehlt, ist als ganze symmetrische Funktion der Wurzeln 

f 
der Gleichung - ^— = o , wie hinlänglich bekannt, eine ganze Funktion 

der Koeffizienten in - — -'- , also auch von x. . Alsdann erhält man die 

x — ^< 

Form einer sogen. Tschirnhaus-Transformation*) 

i = (p[ X ) nebst x= 0[ j j , 



•m\ _ /»»' 



während die Gleichungen f{x)=^o und 2^(e) = o einander entsprechen. 

Es soll jetzt nach dem Vorgänge von Hermite und Brioschi für 
A=J6, also 

E = y7 »» = 5,n = 6,|x=2,v = 4, g^di + 6[gj^]dx = o, 



1) Das nämliche Besnltat ergibt der Wert 

als Invariante von der Dimension mv + in — 2. 

2) Die Theorie dieser Transformation findet sich in einem besonderen Abschnitte 
des Anhanges behandelt. 

9 
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die Funktion f^ aus fx abgeleitet werden. Damit erhält man 

WO Ä^ eine Invariante von der Dimension 2t + i6 wird und %l^ = Il{fg). 
In diesem Falle läßt sich jedoch der Wert von £ auf die Form des Her- 
mite'schen Satzes bringen, wodurch die Dimension der Koeffizienten in- 
folge des Wegfalls des gemeinschaftlichen Faktors D^if) sich wesentlicli 
erniedrigt. Da nämlich die Eovarianten 

9 = fff,-ffn «nd J6 = 3[A«] 
für /*= o die Werte 

9 = fff, und J6 = 3/;ä« 

annehmen, so folgt 

E = 3 ^ , /)*d? + 9 [/"AI drc = o , 

und es wird A == Ag , also 

« = w— 2 = T/=3 und Slo = Br^if) , 

so daß die Dimension der Koeffizienten ^^ auf 2^ + 8 herabsinkt. 

Nun besitzt die Funktion f\x) keine (schiefen) Invarianten lo-ter 
und i4-ter Dimension, während 

durch die sogenannte schiefe Invariante Hermite's ausgedrückt wird. 
Mithin müssen %^ und ^ verschwinden ; so daß f die Gestalt annimmt: 

f = DgE* -f io6e» + 5®E + g = o . 
Für i = Ey^ erhält man hieraus die kcmoniscfie Gleichung Hermite's^): 

mit der Diskriminante 

® = D!{D!%'' + 32eg«(5 A'®' - 45e*Ae + losc') + 

-f 256e»(D,®-5S«)^} . 

Auch ist seit Bring (1786) und Jerrard (1834) bekannt, daß 
mittelst einer geeigneten Tschirnhaus-Transformation (1683) noch eines 
der beiden mittleren Glieder entfernt werden kann, wodurch die Wurzel 
der Gleichung fünften Grades als Funktion eines einzigen Arguments er- 
scheint. 



i) Brief an Borchardt 1861, Crelk's Journal Bd. 59, S. 305, nicht zn Ter- 
wechseln mit der Transformee canonique des formes du cinquüme degre, im Art. I der 
Abhandlung Sur V6quation du 5"*® degre, 1866. 
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53. 

Es mag bei dieser Gelegenheit bemerkt werden^ daß Eisenstein — 
jedenfalls unabhängig von Jerrard oder Bring - als Student die „aß- 
gemeine^ Gleichung fünften Grades nlit Hilfe dreier Funktionen 9, % und ^ 
aufgelöst bat^ welche den Gleichungen 

genügen (CreUe^s Journal Bd. 27^ S. 81^ Jan. 1844). Jacobi dagegen teilt 

(das. Bd. 13; S. 347, Dez. 1834) als Euriosum mit, daB, wie er olim als 

puer Studiosus gefunden , die „allgemeine" Gleichung fünften Grades von 

der Form 

x^ = loq^x+p 

durch die Substitution a? = y + — in die Gleichung 

y^^ + $qy^ + sq^y^ + q^ =py^ 

übergehe, die natürlich nicht algebraisch auflösbar sei, während die ähn- 
lich gebildete Gleichung 

die Wurzeln 



2y = v + Vi±Vv^-^Vi 

habe, wo 

Auch zeigt Jacobi a. a. 0.^ daß für die dUemierend zyklische Funk- 
tion der Wurzeln einer Gleichung fünften Grades f=o: 

y ^= ^9L 1 XnX't "T" XiXa i" XaXa "T" X^Xa l *^£Xq "~" XqXo XaXa XaX* XiXa ""* XqXq | • 

die bikubische Resolvente 



y« + ajy* + a^y* + «e = ± SooÄyYsD^if) 
rationale Koeffizienten a besitzt^ so daß z. B. 

a, = 200 (ÄE-4JBD + 3C*) = 200 G 

sei, während die Werte von a^ und a^ podiUo ampliores cälculos erfordern. 
Diese Rechnungen sind von Cayley geleistet worden (Philos. Transact. 
1861, p. 271, siehe auch Grdle's Journal Bd. 113, S. 42)*) und haben er- 
geben, daß die Koeffizienten keine Invarianten sind. 

1) In Band 3 der Gesammelten Werke^ S. 278 findet sich der berichtigte Wert 
a, = — 100 ö. 

2) Vgl. Salmon-Fiedler, Algebra der linearen TransformaUontn 2. Aufl., 

9* 
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Die sechs Wurzeln e^ = -Li der aufgestellten Resolvente werden nach 
Jacobi (Werke Bd. III, S. 278) durch die Gleichungen definiert: 

1 '* 1 2 ' 2 3 8 4 4 8 2 4 4 1 1 8 *'^8*'^0 i ? 

^Aati "T" •*'< iC« *T" •*/« 3/ j "T" XavUa "T" «va •«'Q •*'0**'3 •*'3 •''9 *^J •*'l •'''1 •''4 •^4 1 ^ 

^Q •«/< "T~ 3/j 3/^ "T" «v^ »vj "i «Cj »«rg T" 3/g fl/Q 3/Q 3/^ ^4**^3 ""'S '*'i **'i »^ "''J ^0 1 ^ 
4 ~ •*'4**'i I •*'i •*'« I •*'Ä**'2 ' S '*'0 **'0 1 1 2 •*'2**'4 •*'4**'Ä **'8**0 1 ^ 



^0 = 



£r. = 



y20 



^2 = --^ 



/2Ö 



^8 = 



^4=-= 



^5=-- 



y2ö 
yiö 



S ' 8 1 1 2 2 4 4 *^1 1 4 4 8 3 2 *^ i 1 

2 •*'2 1 OutSCä ~r •v^**'« I ^8«^Q »"^o 1 1 8 *'^^2 2 4 •*'4*^0 1 ' 



deren Summe verschwindet, während der Übergang von jer^ zu den übrigen 
Wurzeln durch Vertauschung der Indizes 01234 mit resp. 20134, 
42301, 14023, 31240 und 03412, oder durch diesen äqui- 
valente Permutationen, vermittelt wird. Zu dieser Form gelangt man 
durch die nachstehende Überlegung. 

Die sogenannte resolvierende Funktion von Lagrange und Yander- 
monde (1771) 

Wi = Xq + ux^ + a'rCjj -f a^x^ + a^'X^ , wo a = e * , 

nimmt durch alle möglichen Vertauschungen der Wurzeln x^ 120 Werte 
an. Beschränkt man die Vertauschungen auf die drei Wurzeln x^x^x^j 
so erhält man die sechs Werte : 

®'o= ^0+ «^1+ a*a^2+ «*^8+ "*^4 ) Sri= a?o + «^1 + a^x^-{- a*x^ + a^x^ , 
^i= 0Cq-{- aXi + a^x^ + a^x^+ a^x^ , ©"8=0:0 + ccx^ + a^x^ + a^x^ + a^Xt^ , 
Vj^= Xq+ ax^-^ a^'x^^ a^x^'{- a^x^ , '^i= Xq-\- ccx^+ a^x^-h cc^X^^ha*x^ . 

Jedem dieser Ausdrücke entspricht eine Gfruppe von 20 Werten, welche 
hervorgehen, wenn man i) die Produkte a*S3r^ bildet, wo a* die fünf Ein- 
heitswurzeln durchläuft, und 2) a mit «*, «•, a* vertauscht. Schreibt 



S. 327, wo die angegebenen Werte der Koeffizienten sich auf die Form 

A^x^ + Ä^x* + Ä^x* + A^x + J^ 

beziehen^ und der Wert von A^ durch 40000 zu multiplizieren ist. 
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man jetzt 

r,. - S3r^(a)S3r.(a8)(]jr^(a8)Sr^(a*) , 

wobei die Faktoren a* von selbst wegfallen^ so ergeben sich sechs Pro- 
dukte VqV^ , . . v^ y die den sechs Wurzeln y,. oder z^ entsprechen. 

Um dies durch direkte Rechnung zu zeigen, bilde man etwa für 
2 = o die beiden Produkte 



und 

Hier hat man 



femer wird 



STaSTa* = 5^ 4- (« 4- «*) g^ -j. (««+ «») g^ 
TSa^ma^ ^Si + {a + «*) g, -h («*+ «*) Sj . 

fei + Sj = S ^0^1 ™ ^ ; fei ~ fe2 '^ ^ ^0 ? 

^ "~ 5 ~ j^i 5 

t?0 - S| - «2 dl + I2) + Sl5, - dl - Sj)* 

Während hiemach v und z^ Gleichungen sechsten Grades mit rcUionalen 
Koeffizienten genügen, hebt Jacob i hervor, daß durch Vertauschung zweier 
Wurzeln x^ und x^ die Wurzeln jer in die entgegengesetzten Werte über- 
gehen, und schließt daraus, daß eine bikubische Resolvente für a existiert, 

wenn man z mit /Jix^— x^) oder |/5^ multipliziert. Mit anderen Worten: 
die rationale Gleichung 6-ten Grades für v oder z^ zerfällt in zwei Fak- 
toren von der Form 

wo 5 und Si = -4 gerade Funktionen von z bezeichnen. 



54. 

Vielleicht mag es hier am Orte sein, die gleichfalls von Jacobi 
{Grelle^ s Journal III, S. 308 oder WerJce I, S. 261) herrührende Resolventen- 
gleichung n + i-ten Grades für den auf eine Transformation n-ter Ord- 
nung der elliptischen Funktionen bezüglichen Multiplikator M = z^ zu 
erwähnen. Zwischen den Wurzeln ZqZ^.-.z^ finden, wenn n^2v + i 
eine Primzahl bedeutet, v -f i lineare Relationen statt, dergestalt, daß 



Zq =y(— ly'n • Aq , und für i = 1 bis n : 
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wird. Damit erhalt man für « == 5 : 

z^^ Aq + A^a^ + A^a , z^^ Aq-^- A^ + A^ , 
und folglich 

6 



i=i 



Kronecker hat in einem Briefe an Hermite (Camptes rendus Tom 
14. Juni 1858), sowie in den Berliner Monatsberickten vom 27. Juni 1861 
gezeigt, daß die Wurzeln ± z^ der Resolyente mit denen der Gleichung /=o 
in Verbindung treten durch den Ausdruck: 

ir^= S Sm - — S \^k^i+k^ii + k + ^ ' ^k^i + k^ii-i-ki 

= 9) (v , Xq , a?j , . . . , x^) , 

wo V einen beliebigen Parameter bezeichnet, während im Übrigen für 
♦ = i,2,..5 und Xj^^^^Xj, 

^i ~ 9C^; ^i-lJ ^i-k-tJ ^»-2? "^1? ^< + l) 

sein soll. Man kann mithin z^ auch durch eine der beiden Formen 
definieren : 

2fjj = (a - a^)^xlx^x^{x^ - x^) 4- (a* - cc^)^xSx^x^{x^ - x^) , 
oder 

£fo = (a - cc*)^xS{XiX^ - x^x^) 4- (a^ - a^)^x^{XiX^ - x^x^) , 

wobei die Summen £ zyklische Funktionen bedeuten, und das Produkt 

w = {Zq ~ Zi) {z^ - z^) (^8 - ^4) 

einer kanonischen Gleichung fünften Grades genügt, in welcher sowohl 
der zweite als der vierte Koeffizient gleich Null ist. 

Bekanntlich haben nicht allein Hermite und Brioschi diese alge- 
braischen Zusammenhäuge näher untersucht, sondern Yornehmlich F. Klein, 
gestützt auf die einschlagenden Untersuchungen der Herren Schwarz und 
Gordan, in seinen Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflösung der 
Gleichungen vom fünften Grade gezeigt, welchen Gewinn man durch die 
Einführung geometrischer Vorstellungen in die algebraische Theorie er- 
zielen kann.^) Durch die bahnbrechenden Untersuchungen von Hermite 
und Kronecker (1858) ist die Theorie der elliptischen Funktionen für 

1) Vgl. im Anhange den Abschnitt über die Auflösung der IkosaedergkidiuHg. 
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die Auflösang der Gleichungen fünften Grades nutzbar gemacht worden. 
Doch läßt trotz der betreffenden Arbeiten Yon Brioschi^ Gordan^ 
Elein^ Kiepert u. a. die praktische Anwendbarkeit der komplizierten 
Formeln auch heute noch Manches zu wünschen übrig. 



55. 
Wir kehren von dieser Abschweifung zu den früheren Jacob i' sehen 
Formeln zurück^ welche gleichfalls die Resolventenwurzeln z^ als zyklische 
Funktionen der ^^ bestimmten. Der Lagrange' sehen Theorie entsprechend 
kann es sich umgekehrt darum handeln ^ auch die Wurzeln ^^ rational 
durch die z^ auszudrücken. Zu diesem Zwecke hat Cayley a. a. 0. (1861), 
im Anschlüsse an Yorgängige Untersuchungen von Co ekle und Harley 
(Quarterhf Journal III, p. 343, 1859), als Funktionen der z^ die fünf 
Werte w^ eingeführt: 

w^ = z^z^ + z^z^ + z^z^ , 

Damit wird 

i<;^ = 9(4), wo für G ^ ÄE - ^BD + sC^ '. 

y(^) = 4/;/; + 2fJ^^ - 4/;« + 7,G = lAf,- log^ -f 3G = 

= 2 A^x*^ + ^ABx^ + {22 AC- ioB^)x^ + (18 JLD - ioBC)x + 

Cayley betont hierbei^ daß die Funktionen Wf durch die Yertauschung 
der y,. resp. z^ im Ganzen 15 Werte annehmen^ die als Wurzeln einer 
rationalen Gleichung 1 5-ten Gh^es betrachtet werden können. Diese Gleichung 
aber ist infolge der erwähnten Doppeldeutigkeit der Wurzeln z^ nicht 
irreduktibely sondern läßt sich — was immerhin als ein bemerkenswertes 
Beispiel angesehen werden darf — in zwei irreduktible Faktoren yom 
5-ten und lo-ten Grade zerlegen, von denen der erste die angeführten Wurzel- 
werte Wq . . . «^4 enthält, während der zweite von den zehn Wurzeln 

^'& = ^0^0 + ^i^a + ^8^4 > «^6 = ^0^5 + ^1^8 + ^»^4 } 

abhängt. 

Transformiert man nach Tschirnhaus die Gleichung f(x)^o durch 
die Substitution w==q>(x)y so ergibt die Elimination von x aus beiden 
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Gleichungen die Gleichung 5-ten Grades tlf(w) = o, und die lineare Gleichung 

ax + ß = o 

mit den rationalen Koeffizienten a und ß liefert die gemeinschaftliche 
Wurzel x^ der beiden Gleichungen f^o und w = tp als rationale Funktion 
von w^. Übrigens hat man neben 

6 5 

80 daß die Gleichung für w die Form annimmt: 

Da im allgemeinen Falle die hervoT^ehendea Ausdrücke wenig über- 
sichtlich werden, so wollen wir mit Jerrard B ^ C = D ^ o setzen und 
• erhalten: 

Äx^ + sEx + F'^-o , neben w = A{2Ax^+ 7E) j 

w'^tv -h 3ÄE , wodurch a = w'^y ß^ zAFw'^ , 

sowie 

«;'5 - loÄEw'* - 32Ä^F^ = o . 

Folglich wird in diesem Falle 

1 A TP 

(w^-^ 3ÄE)Xi+ 2ÄF^o oder ir^ = _-_-_^. 

Harley findet (a. a. 0. S. 351) etwas weniger einfach für B=^ C=^E^o: 
fx = Ax^ + loDx^ + ^ ? w; = Ax^ + gDx , 

♦ 

a = Atv^ - 2 ADFw - qD* ß = AFw^ 4- D^w - ADF^ , 

nebst 

Aw^-\'bADFw^ - loD^w^ - 2^AD^F^w - F{A^F^ 4- 81 D») = o , 

_ AFw* + B^t c-AI)F^ F{Aw^-2ADFw-9B^) 



^tt;'-2^i>^«?-9i>* Aw^-zABFw^-ioD^w + AB^F^ ' 

wo 2Aw für t<? geschrieben ist. 

56. 

Die Koeffizienten der bikubischen ßesolvente durch Kovarianten aus- 
zudrücken, gelingt mit Hilfe einer zweiten alternierend zyklischen Funktion 
der Wurzeln Xj^: 

t) =^ JLKXQX-tXa, "T" X-^X^X^ "T" X^X^X^ "T* •'TgM^^M/^ -r X^XqX^ — 
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/ 

In der Tat erfällt die in o; lineare Funktion 

die biknbisclie Gleichung 

welche die Jacob i' sehe Resolvente liefert; wenn man nur die Koeffizienten 
der höchsten Potenzen von o; in ^er und den resp. Eovarianten beibehält. 
Für x^o erhält man die analog gebildete Resolvente für die Funktion t). 
Selbstverständlich kann durch geeignete Bestimmung des Wertes von Xj 
wenn man will, eines der Glieder di.eser Gleichung zum Verschwinden ge- 
bracht werden, so daß z. B. für x = x^ die Resolvente die Form einer 
kubischen Gleichung 

annimmt. 

Im Wesentlichen, wenn auch in anderer Form, findet sich diese Ver- 
allgemeinerung bereits in der zitierten Abhandlung von Gajley (Math. 
Papers YoLlYj S. 323), auchBrioschi hat sich damit beschäftigt in den 
Memarie dd R. IsMuto Lombwrdo T. IX, p. 215 — 31 (siehe auch Mathem. 
Ännal. Bd. 13, S. 153), wo er anführt, daß wenn die Gleichung fünften 
Grades in der kanonischen Form 

gegeben ist, nach Malfatti (1771) und Ruffini (1806) die Koeffizienten 
der bikubischen Resolyente sich in der Gestalt entwickeln lassen: 

a^ — 100(36^ + «®), a, = 2000(15®*- 2ae«e + 3««®«) , 

aß = -40ooo(25(£«-35«e'(S+ 11«^®*®»-«»®»-?!»®^«) . 

57. 
Die bikubischen Gleichungen. 

Wir wenden uns schließlich zum Falle 

m = 6 
oder 

/•= Äx^ + 6Bx^ + i5Cx^-{- 2oDx^ + is^j-^ -h (^Fx + G^ . 

Zur Aufstellung der typischen Gleichung för 
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erhält man die Koyariantenwerte 

h - PK -^gh und /i - f^J„ + i ^f^gg^ - 45?^ + loÄ» . 
Hier werden die assoziierten Eovarianten 

9=-t2 7 Ä=-^8, ^4 = ^4^ *8 = ^'5 

mit der Invariante J,,^^^ und den zugehörigen Maßzahlen n, ft, p 
= 8, 2, 2; 12, 3, 3; 4, 2, 4; 8, 3, 5 und o, 2, 6 durch die Ausdrücke 
definiert: 

A - 2 [/"^J = igx" + laj^a;" + • • • , 
^4 = y [/■/■Ji = <?a;* + 4 Gl«» + 6 G,a:* + 4 ö.a: + G^ , 

«^,,= T[rn6 = ^Ge- 6BF+ 15(7^- loD». 
Die Eoemzienten in g sind gegeben durch 

B,^l^{^C^-2BB-UE), B, = ^i5CD-4BE-ÄF), 

JB, = ^o(2oZ)* - sGE - 14BF- ÄGe) , 

B, = ^^{5BE-4CF-BG,), B.^^^isE' - 2DF- 3CG,) , 

B,^\{EF-BG,), B, = F^-EG,, 

und in g^ durch 

G = AE-4BB + 3C\ 

Gl = l {ÄF- 3BE+ 2CB) , G, = -g (^Gg - 9C£+ 82)») , 

G, = -'-(5G«-3CJ'+2i)£) und G^ = CG« - 4i>-P'+ 3-B*- 
Außerdem hat man wie früher 

i^^3ABÜ-A*B-2B^, 
sowie 

A-o = A^F- 5ABE+ 2 AGB + 85»Z) - bBC* . 



IV. über Gleichungen fünften und gechsten Grades. 139 

Ferner wird 

16 
180 

= rolio^''-2'(^o - a^iXa^o- a;,)(«o- a:,)x 

60 

x(x - jri)^(a: - x^)^{x - x^f{x - x^^{x - %)', 

^ 45 

"^ 7^-^'^(^o- ^i)(^i - ^sKä:^- a;8)(ar3- a;o)(a: - x^?^x - x^f , 
(Äg) = * ^« ^(a:o - a:i)Va;j - x^f(x^ - x^) x 

360 o • 

X (ic - a:i)(a;- a;2)(a; - x^){x - x^^^x - x^f , 

= * ^* ^(Xq- Xi)^{X^- Xj^)iX^- x^){x^- X^)x 

60 

X (a; - Xf^){x - Xi)(x - x^)^(x - xj^ix - %)% 

^"'^ ~ -40 ^^ -S'C^O- ^l)'(^- ^8)^-^4- ^5)S 
*"* 16 

<:e7;,/ = ♦ Ä* ^(Xq- Xi)(Xi- Xi){X^- X^){X^- X4^){X^- X^)iXQ- Xq) , 

60 

wobei allerdings auf die Eingangsbemerkung zu Art. 45 zu yerweisen ist. 
Die Einführung der Potenzsummen (f^^Si^ liefert 

^1 = 0, tfg = 30g , (^8 = 60Ä , 

(fA=3o{2ig^-2Pg^) , (^5- So{52 gh-f%) , 

^6-6(1845^«+ 190Ä*- 2^opgg^~f^J,) , 

^8= 30(65255^+ i6245rÄ«- I i^opg^g^- 32ph\ + 

+ 3o/-*i7j - 4/-*^e7;,) . 

Damit geht die typische Gleichung hervor: 

^ = ^59^ + 2oh^ + 15(3/ -/■V4)^* + ^{^gh-ph^z + 
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mit der Diskriminante f^D^if), wo 

die zugehörige Invariante aber ist f^J,, . 



58. 

Von sonstigen Kovarianten und Invarianten für w = 6 wollen wir 
nachstehend die hauptsächlichsten zu weiterem Gebrauche entwickeln, nnd 
beginnen mit den sogen, permanenten Kovarianten des Art. 44: 

J--k%, Ä'=*6> y-hy Ä"='«2 lind i"=L, 
mit den höchsten Koeffizienten J, H, K, Iq und L (resp. 2 oder yi). 
Wir bestimmen zunächst h^ durch die Gleichung 

/'6 = - H [/"^l* - i [^^*]« = ^x« + • • • , 
während für m = 5 : 

Äs = - ^ [/-i?], = - j [/V/,], = £f«'' + • • • 

I ** 

und für w = 4: ir= [fg]^ erhalten wurde, weil die betreffenden über- 

Bchiebangswerte keine permanenten Kovarianten darstellen. Nun wird 
für x = o: 

70 [f9]l = 70 { CB^ - ^DB, + tEB^ - 4F56 + <?** } , 

^^ - ÄG^ + 6BFG - ify^CEG -\- i$oCF^ + itoD'G- 

- 300 DE F+ isoE", 
6 [fg,]0 = 6[EG,-2FG, + GG, } , 

= AG* - 6BFG - 3 CEG + 18CF* + SB'G - 3ÖDEF+ i8i'» , 
mithin der Idete Koeffizient in h^: 

- h ^f^^* - ^ ^f^*^» = ^^^ - ^^' - ^'^ + 2BEF-E\ 

und hieraus geht auf bekannte Weise durch Buchstabenvertauschuug der 
Wert des ersten Koeffizienten H m K hervor.^) 

Nach dem Her mite* sehen Satze folgt 

rK = fJ, - fi - fi = 4i/* - Ä* - rgg, , 

i) Hier ist der Bequemlichkeit halber der Index 6 weggebliebeu , also G statt 
Gq geschrieben. 
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oder für 

j,, = - J-x« + . . . = g [/-As] + '/j' [gg], - ^ rJ„ : 

Ag' - h' = r(gg, + A«) = f'j^ , 
so daß in Übereinstimmung mit Art. 44 j durch 

J + 9gi + fK = ° 
gegeben ist. 

Femer wird 
= * A^^ix^ - Xi)*(.Xi - Xg)^(.Xt - Xi)^(Xa- Xj) {Xi -X,) (.x-x^) {x - x^), 

45 

lo = ACG - 3ADF + 2ÄE* - B*G + 3BCF - BDE - 3C*E + 2CD\ 
2l, = ÄDG - AEF- BOG - 8BDF+ gBE^ + gC^F- iiCDE+ 82)», 

Zj = AEG - AF* - 3BDG + 3BEF+2C*G - GBF- 3CE'+ 2D'E. 
Aus den Ausdrücken für l^ oder l^ ergibt sich 

= 2 /•*<?! - rgJ„ - Sof'g^g, + 3rhh, + 18.9(4«/» - A«) , 
woraus nacli Division durch f^ erhalten wird: 

P\^ 2Pgl- pgJ„-\- id>fg\- 12^^4+3^*8 f 

Folglich muß hh^ — ^g^g^^ durch f teilbar sein oder 

den Paktor A besitzen. Nach Art. 43 aber ist 

also für m = 6 : 

gji - g\ = ff^ , /i - jio = A^^*^ + • • • • 

Durch Kombination beider Ausdrücke erhält man die Formel des Art. 43 : 

oder 

K - ^99! = fho , fc,o = ^a;» + . . • , 
nebst 

den Resultaten der Artt. 43 und 48 entsprechend. 
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Um die Eovariante 

j'= - 5 [994.14, - 7 [949i]t - 28 [gg]^ - ^ [^r^Jg 
zu bestimmen, kekren wir zu dem Werte des Art. 48 für K = Jiy zurück: 

welcher für w = 6 liefert 

oder 

Pk = AI - ^99l + 1 2/-^^ Aß = hl - I ö^f^rf -f 1 2flr Ji, , 

wo wiederum Ä| — 45r5r^ durch f teilbar erscheint. Man kann folgUch 

auch setzen: 

/"Ji = ^0 + ^ 2^^Ag nebst AK=%^ iiGH j 
während 

vom Grade 4, Dimension 4, Gewicht 10 wird. 



59- 

Wir entwickeln noch die drei Eovarianten \ , j^ und j^ mittelst der 
Gleichungen 

h^ = ®a;* + 4®ia:» • • • = 2 [gji^] = y ^r^/j, - gjk'^ , 

J6 = ö^'+ 6§,rc^. . . = 2[/-A,] = i-r*. -/•*; , 

Hier werden die höchsten Koeffizienten 

St=G* + Ä')'^A*LF-iABCF-5ABDE+ loAC'E - ^ÄCD* + 

+ zB'^F - $B^CE + iaB*D* - i6BC*D + tC*. 

Die EinfQhrung der assoziierten Werte ergibt alsdann: 

rK = (3/? + f,)f% - (2f,f, + f,)f% , 

Ph =UU-hh + <)fif, - nUhf, + 8/i», 

i) Vgl. Art. 49- 



neben 
und 
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neben dem früher gefundenen Ausdruck 

and damit: 

ßi = 9iJt -KK> 

Ph = 12^**8 - ioggji + i8Aj,g - pg^\ - f*hJ„ , 

f% 3og*gt + i8gj^, + aÄÄ, + 2f*g* - f*gj„ , 

f\ = 2gl-Zh-gJ„ . 

Dorch die Gleichungen 

th^ = g \ ■\- hJ„ + fj^ , 

f*K% = 2^**8 - 599if^ + 3hju , 

f*h, = 2f»'fs + fiU - SfJsf* + 3/-,» 
wird folglich eine Eovariante fünfter Dimension X^, definiert. 

Die drei biquadratischen Kovarianten 

^4= Gar*..., j^=Ka^.,, und Ä^—Sa;*... 

mit den Gewichten 4, 10 und 13 führen zur Aufstellung zahlreicher In- 
variantenausdrücke : 

Jiy = GG^— 4 G^i Ö3 + 3 G| , 

Jvi = GG,G^ ~ GGI - GfG^ + 2G^G,G^- G^ , 

Jym = ^^4. ~~ 4-S1-S3 + 3Äj* , 
/x = ®®4-4®,@3 + 3®|, 

J^y = 0®,®4- ®®|- ®2®^+ 2®j®2@3- ®| , 

mit den resp. Gewichten 12, 18, 24, 30, 36 und 45. Für die schiefe In- 
yariante J^y kann man mittelst der Wurzeldifferenzen die symmetrische 
Snmme bilden: 

e/xT = [hihU-*A'^(XQ- x,f\x^- x^f\x^- x,)'^{Xo-x,)'x 

780 

X (x^ ~ x^)^{x^ - x^)^{x^ - x^)^{Xi - 3:5)* . 



endlich 
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Wenden wir uns spezieller zu den Invarianten von /) so haben wir 
zunächst nach Art. 46 drei symmetrische Wurzelaasdrücke für J^, welche 
sich voneinander durch Vielfache von JJ} unterscheiden und den drei Werten 

entsprechen. Man erhält durch eine leichte Rechnung: 

AB C B 
B G D E 
C D E F 
n E F G 

== ÄCEG -ACF^-AB^G + 2ADEF- AE^- 

- B^EG + B^F^ + 2BCBG - 2BCEF- 2BD^F+ 2BDE^- 

- C^G + 2C^DF+ C^E^- 3CD^E + D^ , 

s = J/? - 36i , vi = j;? + 300L . 

Die Einführung der assoziierten Kovarianten /). ergibt 

+ ^ann + na - zuuu +n, 

f^L = ^g^gl + ghi - zg^hh^ - Pg» - gf^hl + P\J„ , 



so daß 



/■*i = 9h - 9! + ^9ih - 9 V + fK'fff > 



f\gL + ÄjÄg) = g*j^- sgg^ + $ggj^ - ggh* + zglj^^ - 3JJ1, 



neben 
und 



fK = 9h - 39! + SgJs - 9 A| + Jii '^n ■ 



Hier bedeutet kg eine KoTariante 6. Grades, Dimension 5. 

Für die Invarianten der 6. und 10. Dimension setzen wir 

Jx = [fnU = A\EG- F^y + • . . - iV , 
und erhalten nach leichter Reduktion: 



rM = JI - ^ghl + AfK(h-9,J") • 



lY. Über Gleichnsgen fünften und sechsten Grades. 145 

Der Ausdruck der Diskriminante D^ endlich nimmt die Gestalt an 

- 5^^"'- i5iJ"»- 5-afe7-"«+ N) , 
wenn «7^,= 5J" gesetzt wird. 

Es mögen noch zur eyentuelleu Erleichterung der Kontrolle die Ver- 
einfachungen* angeführt werden^ die sich bei der sogen, kanonischen Form 
für jB » D =» o ergeben. Man erhalt für die höchsten Eoef&zienten in 



g = A^st^ ■ ■ 


• 

J 


9i= 


Grr*-- 


• 


h = 


»0*" • • • 


t h = 


-i^a^--- , 


h- 


'k^- 


• • t 


A,= 


-Hx^- 


m m 

> 


Ji»" 


'-Jx"- 


• 

7 


k = 


-Küf-- 


• • . 


^6" 


-^x'. 


• • > 


h = 


Ra*-- 




die Werte: 
















4 



Ä^ — AG, G = AE + 3C*, »0=0, K-Ä*F, 

la=ACG^+2AE*-iG*E , H '=' C{AE - G') , 

J=4AG', K = A*F'+ 16 ACE* + 4»C'E , 

^ = AF(-AE+<)G') , R = 2G*(5AE+3G*), 

nebst den Invarianten 

J„''AG^+i5GE, 

J„ = L~ AGEGt - AGF' - AE^ - G*G, + G*E* , 

Jy, = ^»{- aGEGI + ^GF*Gs - 8E*Gt + 9E*F'] + 

+ 2AG[- 4G*GI+ 4GE*G^- i5GEF*+ 12E*] + 
+ 3G'[&GEGg+27GF*-i2E^]. 



61. 

Es handelt sich noch um die Berechnung der Sturm 'sehen Funk- 
tionen 

S.= 5«-i 6'/-(*-»)('-») T, für OT = 6 , 

wo zur Vereinfachung der Faktor 5'"' 6* beigefügt worden ist. Für »= 1, 
2, 3 findet man leicht 

T,= i, T, = g, T,^ 2(99,+ 2fh,) ', 

10 
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femer wird 

■= b'(>*[2f\99,+ 2fh,)(52ig'- 86/- Vi?,- 3Sf'K-f*J") + 
+ (52</Ä - rK){529*h + pgK - Sf'g^h) + 8oÄ* - 
- 2(2ig*- 2/-V4)(288/- 67/-^*- 3or9h,+ 2f*gl)} . 

Bringt man hier den Faktor f^ zur Evidenz, so geht der gesuchte Aus- 
druck mit den Maßzahlen 12,6 und 12 hervor: 

^4«- [gk- ^9l^ 8^j8+ 72ÄI+ 2(75r,j"+ ^f\r], 

wofür man auch schreiben kann 

2;- ^{gg^-' 2a)J"- (7J4+ K9l-9ü^- 9Ä|) , 
oder 

Die fUr die Determinante S^ erforderliche, nicht unbeschwerliche 
Rechnung habe ich in den Artt 6—10 der Leipziger Berichte yom 17. Juni 
1907 skizziert, aber nur durchgeführt bis zu dem Ausdrucke 

S,- 5*(>T*T,= 5*6Y»{s + s'r+s"f*] , 
wo die EoTariantea s die Werte haben: 
« - 8^U(»092 9h-^ 1045 ggl - (>63gJa) + 

+ 9Jt{^i(>99t+ i047i,») - 9i((>^^99t- 427 Ju) - 
- 8ihl{i8Sgg^- 5J«) - 4S-9^g\gL + Ä,Ä,)) , 

s' = 2{»g^(59t - ^^9lh- i6j») + 24hl{979l + 9Js) + 

+J*{if>9J»- 2999* - 2o6^J„) - 59(^^99* + Ju)J"' + 

+ ^^9^9Ji- 9hl)J"+ 2g\(\7g9t- ^^JaV - ^h{799*- ^Jii^J"\ • 

s" - ^J-"»+ 4(p« +h^J"*- 6gJ,J"+Jl . 

Man gewinnt daraus den gesuchten Ausdruck fBr T5, wenn man 
durch Aussonderong des Faktors p s auf die Form bringt: 

s=^f^i, und weiter $ -\- 1 =^f*t' 
setzt, wodurch 

hervorgeht Hier sind die MaBzahlen von j; durch 32^ 12, 20, von s' 
und t durch 20, 10, 20 und von s" und f, sowie von T^ durch 8, 8, :o 
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gegeben. Da endlich 

SO hat man schließlich, um die Zahl der reellen und komplexen Wurzeln 
einer bikubischen Gleichung mit reellen Koeffizienten zu finden, die An- 
zahl der Zeichenwechsel zu bestimmen in der Reihe der Größen: 

I; 9y 99a+ ^fh 7 ^9JA+ ^9l - 108*6 - ^994.J''-^ i6fh^r'- ^f^L , 
T,^s'+t' und -(J"^- i5LJ''^-5Mr''+N) . 

Die explizite Berechnung der Eovarianten t und t' ist dem Verfasser 
noch nicht vollständig gelungCD, und es bliebe immerhin die Möglichkeit, 
daß trotz der angewandten Kontrollen ein Rechenfehler übersehen worden 
wäre. Die Hauptsache wird freilich sein, die zur Reduktion geeigneten 
Beziehungen zwischen den auftretenden Ko Varianten zu ermitteln, eine 
Aufgabe, zu deren Lösung ich den einen oder anderen meiner Leser an- 
regen möchte, da ein verhältnismäßig einfaches Resultat zu erwarten 
steht. Selbstverständlich wird man den Endformeln verschiedene Gestalt 
geben können, wenn man die früher entwickelten Relationen zwischen 
den Kovarianten zur Transformation benutzt. 

62. 

Die in den Artt. 51 und 52 abgeleiteten Sätze von Hermite und 
Brioschi führen zur kanonischen Transformation der bikubischen Glei- 
chung, wenn man x durch 

E = y ; 9^äi-\-^[g\]dx^o 
eliminiert, also 

A = Ä8, w = 6, w = 8, 11=^ 2 und v = 3 
setzt. Wegen 

g^-^lff] und Äg = 2 [ /V/J folgt aber für fXi = o : 

9-fff, «ad h-2fi9i, 
so daß man für x^x^ 

einführen kann. Dadurch wird 

h^ g^ y n = m - 2 =^ /^ j i/=2, 
und man erhält: 

10» 
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nebst SCq^D^C/*). Mithin werden die Invarianten K^ Ton der Dimension 

(v — I) i + 2 (w — I) = t + lo , 



.6 



und da die biknbische Funktion f{x) keine (schiefen) Invarianten von der 
ii-ten und 13-ten Dimension besitzt^ so müssen %^ und ^ verschwinden, 
so daß die Gleichung hervorgeht: 

f = «oE* + «.?* + «*?• + «äE + a, = o.^) 

Hier werden SI5 und %^ durch die Invarianten e/'xv und B(fg^ ausgedrückt. 
Setzt man nun 

80 ergibt sich die kanonische Normalform der Hkubischen Gleichung i 

wofür wir 

z^ + ibA^^ + 15 A^* + ^ = ± A^VSf *) 

schreiben wollen^ also in formeller Übereinstimmung mit der bikubischen 
Resolvente von Jacobi. 

Man kann daraus schließen^ daß^ wenn eine bikubische Gleichimg 
von solcher Beschaffenheit ist^ daß ihre kanonische Form sich auf die 
Jacobi' sehe Resolvente einer Gleichung fünften Grades zurückführen laBt^ 
die bikubischen Wurzeln durch die Wurzeln der letzteren Gleichung aus- 
gedrückt werden können, mit anderen Worten^ die Gleichung fünften 
Grades erscheint dann als Resolvente der Gleichung sechsten Grades. 

Um die dazu erforderlichen Bedingungen etwas näher ins Auge zu 
fassen y legen wir die stets herbeiführbare kanonische Form des Art. 52 
für die Gleichung fünft;en Grades zu Grunde, und setzen 

B^B = Oy sodaß fCx) = Ax^ + ioCx^+^Ex-\'Fj 



i) Brioflchi, Annali di Matern. Ser. 11, T. XI, p. 303 (1883). 

2) SelbstTerstftndlich läßt sich eine der vier EouBtanten dieser Formel entfernen, 
wenn man z mit einem passenden Faktor mnltipliziert. Bekanntlich hat Herr Brill 
im Bd. 20 der Mathetn. Anndien S. 345/6 die beiden Normalformen abgeleitet« 

und 

x*-f-aa;*-|-66a;'-|-cx'-f- 1 , 

welche gleichfcills nur drei wesentliche Konstanten enthalten, und von denen die 
letztere auch von Stephanos angegeben worden ist. 
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mit der Jacobi'schen Resolvente für z = —^ = -= S ± ^n^t : 

i?« - 5 e^* + 5 (G^ - 2 Ä')z^ - 5(25^* - ^a') = ± äbYd, . 

Hier sind nach dem Früheren wegen B=D==o die Werte zu substituieren: 

-4' = - Ä^E « + 4 ^ C^jE - 3 C* , G^ÄE-h3C\ 

«'= Ä^CF^ + ^^i;» + i^ÄCE^ - isC^E , 5^= ÄCE-C^ , 

D5 = ^*JP* + 32ÄCF' isÄ'E' - ^sÄC^E+ioSC^) + 

-^256ÄE\ÄE^5C'y' 

In der Funktion f(x) sind dann die Koeffizienten ÄCEF so zu bestimmen, 
daß die Jacobi'sche Resolvente mit der bikubischen kanonischen Qleichung 
identifiziert werden kann. Dies geschieht durch die Erfüllung der Be- 
dingongsgleichungen : 

25jff» - AW = - 7 A "iid ^*A = A*-D; . 

Es ist nun bemerkenswert, daß mittelst quadroHscher Gleichungen 

die Werte von 

Ä^F^ = a, ÄE^ß und C=y 

gefunden werden können aus: 

und 

/S» - 1 1 ß^Y^ + 35/Jy* - 257/« + ay = j ^6 , 
während 

^«A oder a* + 32ay(5/3*-45/Sy'+io8y*) + 256/3»(/5-5y^)* = ^|i)» 
sein muß. Da die Koeffizienten Ä^A^A^A^ nebst der Diskriminante D^ 

als Invarianten von den Koeffizieuten in f{x) rational abhängen, so ergibt 
die Elimination von aßy aus den vorstehenden Formeln in rationaler 
Form die Bedingungsgleichung, welche zwischen den Koeffizienten der 

bikubischen Funktion f{x) erfüllt sein muß, damit ihre Wurzeln durch 

die der Funktion f{x) auf dem hier angedeuteten Wege rational ausdrück- 
bar werden. 

Wir wollen beispielshalber für die zu identifizierende bikubische kano- 
nische Gleichung, die später als sogenannte Ikosaederresolvente mit dem 
Parameter Z5 sich ergebende Gleichung für z =^wi 

w^ - 15W* + 75«;* - 5(25 - 27©) = ± 54©rM; 
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einfahren, also 

-4 = -^. A=5, ^-5(27®" -25), ±A^VD}^5^^ 
substitnieren. Setzt man zugleich für Ä == i 

80 wird 

und 

Ä'- 2sH^ ^ay + ß^- 1 1/3 V* + 35/Sy* - 25y* = 275; - 25 , 

während 

oder 

545?» = «2 ^ 32ay(5/5^ - 45/5y* + io8y*) + 256ß^{ß - sy^ . 

Aus diesen vier Gleichungen findet man die Werte von aßyVj ledig- 
lich durch Ausziehung von Quadratwurzeln, und zwar ergibt sich ohne 
Schwierigkeit : 

während W beliebig bleibt, da die Gleichung für SJ* von selbst erfallt 
wird. Die doppelten Vorzeichen richten sich nach dem Vorzeichen der 
Diskriminante ^ oder G^—z^H^, Der entsprechende Ausdruck fttr /' 
wird mithin 

4 

Wir werden später sehen, daß diese Gleichung mit der in Arfc. 75 
des VI. Kapitels betrachteten sogenannten Brioschi'schen Normalgleichnng 

übereinstimmt, wenn man dort 6 = ± — setzt. Auf diesem Wege läßt sich 

z 

also die bikubische Ikosaederresolvente auf die Brioschi'sche Resolvente 
fünften Grades, gleichfalls mit einem wesentlichen Parameter reduzieren, 
und die Wurzeln beider Gleichungen werden rational voneinander ab- 
hängig. In dem Abschnitte über die Ikosaedergleichung werden wir von 
der hier angedeuteten Reduktion Gebrauch machen. 



Anhang, Abschnitt I. 

T. Über Mobins' Erelsyerwandtschaft und die Transformation 

durch reziproke Badlen. 

63- 

Im ersten Kapitel des Buches sind einige Betrachtungen über die 
Yon Mobins eingejFiihrte Ereisyerwandtschaft enthalten, zu denen ich 
hier ein paar ergänzende Bemerkungen folgen lasse. Die zu Grunde 
hegende allgemeine lineare SubstiüUion ist in Art. 3 in der Form an- 
gegeben: 

apq + 6jp 4- cg + d = o oder p- s=- ^^^T S ' 

•während 

r = mod {p — s) '= [p — s\ 

für variable p die Gleichung eines Kreises vom Halbmesser r und dem 
Mittelpunkte s ausdrückt. Alsdann erhält man für den Kreis 9 = | 2 — <J I 
der verwandten Variablen q die Gleichungen 



Q=r 



a^-ßy a'ß-y'dr 



s 



6 = 






"WO die akzentuierten Größen die konjugierten Werte bezeichnen. Soll der 
Kreis r durch die gegebenen Punkte PoPiP% gehen, so hat man 

■ ^ I (Pi^Pi)(Pt - Po) (Po -Pi) . ^ S iPi-Pj ) PoPo 

Wenn die Punkte p^p^ p^ in einer Geraden liegen, so wird 

S(i>i-Ä)i?o==o» 

damit r und s unendliche Werte erhalten. Die Mittelpunkte s und 6 ver- 
wandter Kreise werden im Allgemeinen nicht durch verwandte Punkte 
dai^estellt, vielmehr ergibt sich der zu p = s verwandte Punkt q = t durch 
die Gleichung 

o = —-] ^ oder ^ = - -^ . 

yt-\-o cc 
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Ebensowenig darf man etwa die konjogierten Werte p'q' Terwandter 
Punkte gleiehfidls f&r verwandt halteiL 

Betrachtet man den EreiB 

r'= -7 oder r = ,— = 5-i — , 

so werden g nnd 6 unendlich, während die verwandten Punkte q auf einer 
Oeraden liegen. Um die Gleichung dieser Greraden zu finden, setzen wir 



oder 






wofür man auch schreiben kann : 

(zq 4- £ 4- — ) i tg — o « ^ - — . 

Zerfällt man diese Gleichung für q^x' -\'y% in den reellen und imagi- 
nären Teil, so geht nach Elimination von cd die Gleichung der Geraden 

in der gewöhnlichen reeUen Form ^-r^-» = c hervor. 

Da jede Kreislinie als Begrenzung sowohl des inneren ^ wie des 
äußeren Gebietes angesehen werden kann, so hat man, wenn zwei ver- 
wandte Kreise gegeben sind, die beiden Fälle zu unterscheiden, in denen 
die gleichnamigen oder die ungleichnamigen Gebiete verwandte Punkte 
enthalten, also durch die £j*eisverwandtschaft konform aufeinander ab- 
gebildet werden. Wir bezeichnen die beiden Kreise dann entweder als 
Ttogredienty oder als hmtragredient, und schon Mobius hat darauf hin- 
gewiesen {die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Dar- 
stellung j S. 541, 1855), daß dabei die entsprechenden Punkte der Kreise 
im gleichen oder entgegengesetzten Sinne durchlaufen werden.^) 

Die Entscheidung hängt offenbar ab von der Lage irgend zweier 
verwandter Punkte außerhalb der beiden Kreislinien. Wählt man dafür 
die Punkte 

jp = oü, g=-^, oder p ^- ^ ^ q - 00 , 

so gehören p und q" den äußeren Gebieten an, und es kommt bloß auf 
die Lage des Punktes q' in Bezug auf den Kreis q, oder des Punktes j)" 

i) Wenn zwei verwandte Kreise durch die Zusammengehörigkeit der Punkte 
PoPiPt ^^d 9o9i9i gegeben sind, so bewirkt eine Vertauschung zweier Punkte den 
Übergang von Kogredienz zur Kontragredienz, und umgekehrt. 
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in Bezug auf den Kreis p an. Möbius nennt die Punkte p'' und q die 
2!entralpunkt€ der EjreisTerwandtschaft. Auch kann man bemerken , daß 
wegen apq + bp + cq + d ^ o verwandte Punkte zusammenfallen^ sobald 
sie einer Wurzel der quadratischen Gleichung 

ax^-h {b + c)x-\- fl! = o 

gleich werden. Alsdann handelt es sich nur um die Lage eines der beiden 
invarianten oder Kdnzidenzpwnkte x in Bezug auf zwei verwandte Kreise. 

64. 
Die allgemeine lineare Substitution können wir in der Qestalt schreiben: 

oder wegen 

a : & : c : d = y : d : — (a -+- ys) : — (/3 + d«) , 

Setzt man hier spezieller 

SO wird a = o und man erhalt 



Sei nun 
nebst 

so hat man 
mithin wird 



p-s^ ref^ y q- 6-=- Qe^* , 

bc — ad d ß a «f.- 
, - = Stf = -' = r*e*'* , 



oder 

Da r und f Konstanten der Verwandtschaft sind, so durchlaufen mit 
X die Anomalien q> und ^ die vier Quadranten^ aber im entgegengesetzten 

Sinne. Aus der Gleichung = geht hervor, daß wenn die Mittelpunkte 

der verwandten Kreise durch 

c j b 

5 = und <y = — 

a a 
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gegeben sind^ also a verscliwiiidety das Produkt der Abstände sp • öq 
einen unveränderlichen Wert hat. Dann werden die Punkte p =^ $ and 
5 = oo verwandt. Für 6 = i liegen die verwandten Punkte auf kontra- 
gredienten Kreisen von gleichem Halbmesser^ die Anomalien 9 und ^ 
aber erhalten gleiche Werte för x=^o und jj = ä. 



65. 

Als ein hervorstechendes Beispiel können wir die sogenannte Trans- 
formaüon durch reziproke Badien betrachten^ bei welcher die invarianten 
Eoinzidenzpunkte einem Kreise angehören , dessen sämtliche Punkte von 
den verwandten Punkten^ wenn auch in entgegengesetzter Richtung, gleich- 
zeitig durchlaufen werden. In diesem Falle werden das innere und äußere 
Gebiet des bezeichneten Koinzidenzkreises durch die genannte Trans- 
formation gegenseitig aufeinander abgebildet. Die dazu nötigen Bedingungen 
erfordern offenbar 

«=i und 5 = <y oder 6 = c nebst a = ys-ftf = o, 
während der Halbmesser des Koinzidenzkreises durch 



r* = 



5*- 



y 



a 

gegeben ist und f und f + ;r die Anomalien der beiden invarianten Punkte 

ausdrücken. Dann hat man für irgend zwei verwandte Punkte p und q 
(für beliebige Werte von f): 



sp _x_ 
t sq 



oder sp ' sq = vx , 



wie die Transformation durch reziproke Radien vorschreibt. Dagegen 
sind die zugehörigen Anomalien aus dem Mittelpunkt s nur gleich in der 
Richtung der beiden Koinzidenzpunkte und entfernen sich von dieser 
Richtung kontragredient in entgegengesetztem Sinne um %- Weiter folgt, 
daß zwei verwandte Kreise innerhalb und außerhalb des Koinzidenzkreises 
Tcogredient sein müssen^ so lauge sie den Mittelpunkt s, dessen verwandter 
Punkt im Unendlichen liegt^ nicht einschließen. Im entgegengesetzten 
Falle dagegen bleibt die Kontragrediene bestehen. 

Um zu einem beliebigen Kreise 

1^ — .9i I = r^ den verwandten Kreis \Q.~~ ^\\ = 9\ 
zu finden^ hat man die Gleichungen zu kombinieren: 
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p = s -\- re'P*= 81 + Tj^e^^* und gr = 5 + ()e^*= (^1+ Qie^'* , 

da zwei yerwandte Punkte p und q als Durchsclinittspunkte der zuge- 
hörigen Kreise r und q einerseifcs, mit den Kreisen r^ und q^ andererseits, 
konstruiert werden können. Mithin wird für 

s^ — s = te^* , 6^ — s^ re"* , 
(|) - s){q - 5) = r^6*^' = (^e"*+ r^e'P^')(te'''+ ^i^^'O • 

Nun hatten wir für « - s. =» "^^ , ^^ gefunden: 

Qi - r, , "^ ?> r ^^ '' ^ und 6, = .< ?;--:li^ 



WO 



folglich 



oder 



und 



(,, = -;^. und tf^-s = ^c(«f-«)', 

M + v = 2 f , mithin g? — m = t? — 1^ . 



Wenn jedoch s innerhalb des Kreises r^ gelegen ist, also t< r^ wird, 
so erhält man die Werte 

Pi = .i—V und T = 



r«-t* r;-t' , 



während 

ti + i?= 2f±Ä nebst 9 — w = 5r — (^ — v) 

folgt. In beiden Fällen wird 

Qit^r^r oder ^* = ^ , 

und die Halbmesser verwandter Kreise verhalten sich wie die Abstände 
ihrer Mittelpunkte von 5, so daß gleichzeitig t^r^^ und r^Q^. Für 
^ > rj stellt die Qröße 

das Produkt von zwei zur nämlichen Anomalie 9 gehörigen Vektoren r 
und r der Punkte p und p' dar. Für 

t< r^ und rj* — t^= rr 

dagegen werden r und / die Teile einer durch s gezogenen Sehne zwischen 
den Punkten p und p' mit den Anomalien 9 und <p + n. 
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66. 
Man kann daher auch schreiben 

woraus folgt^ daß die Proportion besteht: 

und die Dreiecke ss^p und s6^q, sowie ss^p und S6^q, einander ähnlich 
werden. Die Ungleichung t '>r^ entspricht der Kogredienz, f < r^ der 
Eontragredienz der verwandten Kreise. 

Wegen 9 + ^ = 2 f gehören zu den Anomalien q) und ^ je zwei 
Paare verwandter Punkte pq und pq% so daß wenn 

t '>r^ y rj = ^sin«<7, tp — u^±w und ^ — v == T w , 

die Berühruugspunkte t x[ , sowie t[ x , (mit vertauschter Ordnung; der 
von s an beide Kreise gezogenen Tangenten, verwandte Punkte werden. 
Dann erhalt man 

1^'j = V + w? + 2 , 9i + ^1 = ^1 + ^i = tt + i; = 2f . 
Im Übrigen ergeben sich für ^>rj, 9? = w, ^ = v als verwandte Punkte: 

l>i - s = (^ + ri)6''' , gj - s = (r - (>i)e'* , 
nebst 

p\-s = {i- r^)e^' , g; - 5 = (T + Q,)e'' , 

sowie für ^ < r^, qp = u oder ^ = t; : 

Da für verwandte Punkte 

r^= rp == r p , 
so folgt 

r^=± (^ + rJCr - (j^) =± (^ - ri)(r -f (j^) =± {ix - r^Q^) . 
Nun liefert die Gleichung 
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wenn man zur Abkürzung 9'=9>i — w, ^'«^j — v schreibt: 

folglich auch 

tr — riQ^=tr + r^ q^ C08(y' 4- if') + r^ r cos^?' + tQ^ cos^' , 
oder 

O = ri { I + C08(9?'+ ^')} + t {C089'+ C08^'} *) . 

Die Dreiecke ss^p und sö^q ergeben 

r*=rl + 2r^tG0S(p' + t^ und (>*== qI + 2pjrco8^'+ r* . 

Da aber q : q^it ^r :r^:t, so wird auch 

r^=r^ + 2ri^cos^'4- ^* , 
mithin wegen t^=rl ± rr : 

(r =f/)*=» 2ri{2ri + ^(co89?'+ co8^')} , 

und durch Elimination von ^(co89?'+ cos^'): 

(r=Fr')*= 2r*{i -cos(y'+^')} 
oder 

r =f/ =-± 2ri8in^-(9'H-^') . 
In dem gleichschenkligen Dreieck s^pp' mit dem Winkel 

hat man 

r:f /= 2riCos(9i-9) , 
folglich 

sin Y (9?'+ ^') =± co8(9i - 9?) = sin(9i - 9? ± y) , 

d. h. 

9?' + ^' = 2 {(f^ — fp) ±st oder ^' ^ (p — 2{fp — u) -{■ % , 

wofür man im Falle t '>r^ auch schreiben kann 

während für << r^ hervorgeht: 

i) Die weitere Gleichung 

= fj 8in(9' + 1^' ) + * (sinqp' 4- sin i\f*) 
ist davon nur der Form nach unterschieden, wie die goniometrische Relation lehrt: 



•_ ' 



tg — (9+1^)= — ^^ ^. 

^ 2 ^^ ^ cos qp -f C08i/> 
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Dies ergibt sich auch direkt ans den nachstehenden Figuren, welche 
die beiden Falle der Kogredienz und der Kontragredienz veranschaulichen. 
Denn während in den Kreisen um ^^ 

und 



erhalt man im ersten Falle (Fig. i): 

V — ip ^ qs6^ imd 



7C — fp ^pS^S 



— X = qö^s j 





Flg. 1. 





Flg. 9. 

im zweiten dagegen (Fig. 2): 

ij) — v^qs6^ und st — i/^qe^s, 
und damit die Werte 

einerseits^ sowie 05 = 9^—^ = ^^—^ andererseits. 



67. 

Im engeren Sinne pflegt man unter der Transformation durch 
reziproke Radien die Abbildung zu verstehen, welche neben der Gleichung 
x^=rQ die Forderung 9 = ^ erfüllt, so daß 



p- s =^ reV' 



neben 



q — s^geV' 



zu setzen ist. Hierbei bleibt allerdings die Eigenschaft der Kreisverwandt- 
schaft bestehen, aber im Übrigen findet eine wesentliche Verschiedenheit 
mit den bisher erörterten Fällen statt. In der Tat darf man bemerken^ 
daß konforme Abbildungen, bei denen verwandte Kreise einander ent- 
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sprecheD, anch ohne das Stattfinden linearer Relationen^ oder selbst einer 
Gleichung von der Form F{py q) ^ o, erhalten werden können. Diflferen- 




Flg. s. 
bezeichnet den invarianten Eoinzidenzkreis. 



tiiert man z. B. die obigen Werte von p und q, so erhält man 
dp = e'P*(dr + ridtp) , dq^- (— ) ef'^{dr - ridtp) , 

t V« 



also 



mod 4«- = I '*« 



nebst 



dp 

Sp 



dq\ 



dp ] dp \ \r ^ ^ 
womit die Bedingung der Konformität erfüllt ist.^) 

Unter der jetzigen Voraussetzung liegen auf dem mit dem Halb- 




Fig. 4. 

messer r um s beschriebenen Kreise lauter invariante oder Koinzidenz- 
punkte, während überhaupt verwandte Kreise aus dem Mittelpunkt 8 in dem- 
selben Sinne durchlaufen werden, also koffredient sind. Die nämliche Eigen- 
schaft kommt allen verwandten Kreisen zu^ die das Zentrum s einschließen. 

I) Vgl. oben S. ii. 
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Umgekehrt sind die entsprechenden Kreise außerhalb dieses Zentrams 
Ttontragredient, Dieses Resultat widerspricht allerdings dem oben an- 
geführten Satze Yon Möbins^ nach welchem ^^e zwei einander entspreäiende 
Kreisbeweffutigen gleichnamigen Sinnes sind, oder nicht, je nachdem sie beide 
die Zentralpunkte ihrer Ebenen aus- oder einschließen.^ Man überzeugt 
sich indessen leicht^ daß die yon Mob ins gegebene Ableitung auf Stetig- 
keitsbetrachtungen beruht^ die beim Durchgang durch den jetzigen i»- 
Varianten Eoinzidenzkreis ihre Geltung verlieren.*) 

Um allgemein zu untersuchen^ wie die zu einem bdiebigen Xreise 
p — «1 = rißVi* verwandten Punkte gelegen sind, vergleichen wir für rp==r* 
die Ausdrücke 

l> = 5 -h re'f'' = Sj -f r^evi^ und q = s + qcv* = <y^4. ^je^i« ^ 

und setzen wie früher: 

s^ = s + te"** , (Ti = 5 + xe'* y 



t** p . , t*r, Q 



n • 



Für ^ > r^ folgt daraus 

während für t < r^ erhalten wird: 

v = M + 3r, i>' = 2{q> — u) — <p j 9j + ^i=2g>4-Ä. 

Zur Verifikation braucht man bloß das Produkt {p — s){q — s) zu bilden 
und von der Gleichung 

^sin(9 — u) = r^ sincSr 

Gebrauch zu machen. Dann ergibt sich nach leichter Reduktion einfacb 

die identische Relation 

© = 9'— 9-ff* = 9?i— qp . 

I) Vgl. die zagehörigen Figuren 3 und 4. 
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Tl. Zur Theorie der Tschimhans-Transformation. 

68. 

Meiner Arbeit über die Theorie der linearen Transformationen habe 
ich einige Anwendungen der algebraischen Invariantentheorie folgen 
lassen nnd dabei namentlich von der typischen Gleichung Hermite's für 

während 

m-l 

Gebrauch gemacht. In den Comptes rendus vom 24. Mai 1858 hat nun 
Hermite an den Ausdruck 

wo zufolge S. 48 des ersten Kapitels 

die interessante Bemerkung geknüpft, daß wenn 

gesetzt wird, die in den Koeffizienten a und b bilineare Tschirnhaus- 
Transformation 

angewandt auf die Gleichung fy == o, zu einer Gleichung ?n-ten Grades 
von der Form führt: 

deren Koeffizienten simultane Invarianten Ton f und g sind, während der 

Koeffizient von w^"^ verschwindet. 

11 
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In der Tat erhält man vermöge der Newton'schen Formeln 

k 

und damit Stc;;^=o, wenn die Summe auf die Wurzeln x^ ausgedehnt 
wird. Es bleibt dann zu zeigen^ daß; wenn infolge linearer Transfor- 
mation ffir 

Q^fiya) = /•(!«) und Q'^-'giyb) = g^ß) , 

gesetzt wird, auch 

6*"-^w;(ya6)==M?(6a/3) 
sein muß. ') 

Man kann dabei von dem Falle w = z oder 6,.= (— :c)' ausgehen^ 
wodurch 

und 

oder nach Art. 4 des ersten Kapitels 

wird, während die Gleichung tlf{w)^o einfach mit der typischen Gleichong 
zusammenfällt, deren Eoef&zienten Kovarianten von f sind. Die Funktion 

9(1/06) = W = 60 1?«-! - ^ Vm->± • ■ • 

liat die Eigenschaft, für bf= (— x)' überzugehen in 

Bildet man nun für rj^i^a) ^r^l den entsprechenden Ausdruck 

(pi^aV) = tv= hori'„-i - 6'ii^m-j ± • • • , 
und schreibt 

, _ S ^x-9i , _ dx -f Ji 

so reduziert sich w' für 6J = (- x')* auf 



I) Weber, ^Z^e&ra Bd. I, § 69 (75); vgl. auch Cayley'a Notes on Tsdtirftr 
hausen's Transformation {Math. Papers IV, Nr. 273—275). 
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wie sich leicht ergibt wegen 

f{x'a)^{8^x+8^Yf{xa), 

f,{x'a) = S^{S^x'+ S^)'^-'f{xa) 4- €(8,x + d^)'^-*f,{xa) . 
Die gefundene Gleichung 

wird identisch yermöge der zwischen x und x aufgestellten Beziehung^ 
und da es sich hier nur um lineare Relationen zwischen den Koeffizienten ' 

&j und &/ handelt, während x ganz beliebig ist, so darf man in den iden- | 

tischen Gleichungen die Werte (— a;)'=6^ und (— a;')*=6/ einführen. \ 

Dadurch erhält man zunächst 

{ä--d,xy(-xr^(d,-d^x)', \ 

also 

(ß - ö^xY^'H; = (d, - d^xYid - ö,xy-'-^=ß, , 

und weiter 

oder 

£"'-'^w(Xj^ab) = wil^j^aß) . 

Da nun die Koeffizienten c,. in ^ durch homogene Funktionen der 
Potenzsummen S^l"^ ^i ausgedrückt werden, so folgt aus 

k 

B'^^-')SwUyab)==Swiaaß), 

k k 

d. h. Cf ist eine simultane Invariante der Funktionen f und g Yon den 
Dimensionen fL = v==t und dem Gewicht i(m — i). Zugleich läßt sich für 

6 = S-S^y, 6^ = d\y-d^ 

die identische Gleichung bilden: 

£«i-i(tf - d^y)"'-^tv{yab)^f' v + ö'^-^wO^aß) , 

wo t?("*y ) auf den w — 2-ten Grad steigt und das Produkt fv für 
X = x^ verschwindet. 

Wir erinnern hier noch an die gleichfalls auf Hermite zurück- 
zuführende^) Benutzung des Ausdruckes 

als ereeagender Funktion zur Bestimmung der Anzahl der innerhalb ge- 

i) Camptes rendus 1853 I, vgl. Borchardt in CreUe's Journal Bd. 68, S. 281. 

II* 
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gebener Grenzen enthaltenen reellen Wurzeln der Gleichung fy = o. Bildet 
man nämlich für einen reellen Wert r, als quadratische Form der reellen 
Koeffizienten h^ die Summe 

k 

SO ist vermöge des sogen. Jacob i-Sylv est er'schen Trägheitsgesetzes die 
Zahl der positiven {p) und der negativen Glieder (n) der Summe unab- 
hängig von der Wahl der h^ resp. der Funktion g, so daß die Zerfallung 
m = n-\-p nur noch durch r und f bestimmt wird. Dabei ist zu be- 
achten, daß wegen Sw?t=o die m linearen Aggregate Wj^ nur von w-i 
Größen b^ abhängen. Da Xj^ und u\ gleichzeitig reell und komplex werden, 
so ist im ersten ^bX\q das Glied {Xj^—r)Wk positiv für Xj^ >r, negativ für 
^k ^ ''; während im zweiten Falle zwei konjugierte Wurzeln Xj^ und Xj^ ein 
positives und ein negatives Glied geben. Daraus folgt, daß die Zahl p zu- 
sammengesetzt ist aus der Zahl der komplexen Wurzelpaare und der Zahl 
der reellen Wurzeln > r. Will man daher die Zahl der reellen Wurzeh 
zwischen r und r' >> r berechnen, so hat man einfach die Differenz p-p 
zu untersuchen. 

69. 

Dem Ausdruck für w kann man verschiedene Formen geben. Die 
Gleichung w = ^("^y ) z. B. liefert y = Xj^y ä; = o, i • • • m — i : 

und hier lassen sich die Koeffizienten y^ durch die zusammengehörigen 
Werte Xj^ und Wj^ ausdrücken. Man erhält^) 

y.— — ^ Wl , 

und verifiziert damit ohne Schwierigkeit für y ^ x^ die Gleichung 

m — 1 

S yiy"'-''^-w. 

t = 

Die Tschirnhaus-Transforraation w ^ (m — i) f,(y) führt direkt zur 
typischen Gleichung für x = Xj^. 

Übrigens ist es nicht schwer, die Gleichung für il>w in der Form 
einer Determinante m-ter Ordnung zu entwickeln, wenn man für i— i, 
2 • • ' m— i die Produkte berechnet (Weber, Algebra I, § 72/7S): 

i) Vgl. z. B. Baltzer'a Determinanten § 10, II. 
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wozu für i = o und *;k= (— i)*^* die Gleichung tritt 
Dann ergibt die Elimination der Größen ViVf'''Vm-i' 



± ifw = 







1 

di' 



8 



• • • dm- 



>i 



in — 8 



8 



• • • <Jm-a- W 



• • • 






dg"-!)-«; di™-») 



X fl|— s 



*m-8 

dm-8- 

*m-8 

• • • 

Ill~"» 



Hier sind noch die Koeffizienten d^ und (>^ zu bilden, 
geschehen, indem man mittelst des Gleichungensystems 

Vi = yVi + »»^ii («1» + Ol) . 

Vt=yvi + »»^1,(0,^ + o,) , 

• ■ • 

• • • 

i?o = o und 1?^ = yi7„_i + a^.^y + a^« o , 



w 

9m -8 

Dies kann 



nebst 



zunächst den von den beiden Hilfsgrößen S^_^ und q' abhängigen Aus- 
druck ableitet: 



wo 



Obgleich wegen y = 5'-- * die Größen d^_i und q' den Nenner a^, be- 
sitzen^ sind hier 

oAn^ Nenner; im Einklang mit der Gleichung 
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Auch hat man für i = i : 

folglich 

Ferner bilde man analog mit den Hilfsgrößen ^Li und (»< das 
Produkt 

wo <J^_i und (>^' durch die Gleichungen bestimmt sind: 

imd Q^, so wie ao*i?-i ^ebst ?,' — ^tf^^_i keine Nenner besitzen. 
Setzt man nun 

so ergeben sich die Relationen: 

• • • 

Daraus folgt, daß auch S^^__i-h ni^^a^d^^^ keinen Nenner hat, das 
Gleiche gilt dann von selbst für q'^ + m^i^a^Q', Die entwickelten B^ 
lationen reichen aus, um die Koeffizienten d[*^ , also die Elemente der 
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Determinante für tl;w, als bilineare Fmiktionen der a und b auszudrücken^ 
während Q^ in Bezug auf a auf die zweite Dimension steigt. 

70. 

Man kann indessen noch einen anderen Weg zur Bestimmung der d^*^ 
«inschlagen, wenn man die sukzessiyen Produkte bildet: 

wo die Hilfsgrößen ^,n#fl,+i*«+2 • • • för l -> i durch die Gleichungen ge- 
geben sind: 



während 

Summiert man dann 

^ ^ i 

80 ergeben sich die Eoeffizientengleichungen 

■ • ■ 

nebst 

Für i + A > w — I lassen sich die Werte von djp durch Elimination 
der Hilfsgrößen Sm-i^m^m-k-i " ' vöreinfachen. Man erhält leicht 

■ • • 

Hier bleiben die in der Diagonale stehenden Elemente tfj^^^i wie die q^ 

bei der Elimination von d^_^ ohne Nenner, so daß auch für ^^ = 1 die 
Koeffizienten c^ in jIjw game Funktionen von a und i werden. 
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71. 

Wir wollen jetzt noch die Ausdrücke f&r die Potenzen von w unter- 
suchen und schreiben 

Dann ergibt die Multiplikation durch w\ 

ft • • 

Als Beispiel berechnen wir für «n = 5 , » = i den Wert von tf,. 
Man hat 

- y <^s == Pi«i + Ps««' + (>8«i + qA = 60P4 - *i(>s + ^P« - \9i » 
Pi=«oP% P» = «oP' + 5aiP% 

Ps = ötop'"+ 5aip"+ 10 o^q', 



p"« «i^ß H- 4ö,*4 + öojd, + 4a4*8 + Oj*! , 
(>'"= 01*5 + 4fla^6 + ö«a*4 + 4^4*8 + ^*j ; 

P'"" = »1*7 + 40^*6 + ^«8*6 ■+- 4^4*4 + ösdj , 

und wenn man die Koeffizienten ^^ eliminiert: 

Pi = &o(o3) - 461(13) + 66,(23) - 468(33) , 

Pg = 460(02) - &i(l2) + 46^(22) ~ 663(23) , 
P8 = 660(01) - 461(1 I) + 6j(l2) - 465(13) , 

P4 = 460(00) - 661(01) 4- 462(02) - 63(03) . 

Damit geht der gesuchte Wert hervor : 

- -^ «^2 = 4c, = 4(oo;6o* - 1 2 (01)6061 + 8(02)606, - 2 (03)6063 4- 

+ 4(1 i)6f - 2(12)616, + 8(13)6163 + 4(22)6| - 12(23)6,63 4- 4(33)^S 
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wo zur Abkürzung geschrieben ist: 



(oo 
(02 

(II 

(13 

(23 
Für 



= a^a^ - al , (01) = a^a^ - a^a^ , 

^öiOs + SÄjÖA-^ötl ^ (12) = 0005 + 150104- löoiö» ^ 
= aoa^ - a^ct^ , (22) = aoa^ 4- S^iös - ^«1 * 

ao == 60 = ^ ; ai == 61 = 5 , o, = 6, = C , 

oder 

erhält man 

2c^^A^DF-2A^E^-:iABGF-\-iiABDE-2AC^E-/^ACD^ + 
+ 2B«i?'- 55»(7jB - i8B»2)« + 32BC^D - 12 C* . 

Immerhin ist die direkte Berechnung von i;{w) resp. den Koeffizienten Cg 
schon für kleine Werte von m recht weitläufig, wie man auch bei Gayley 
(CreUe's Journal Bd. 58, S. 259-69 und Philosoph. Tranmet. 1861, S. 561-78) 
nachsehen kann. 

Im Art. 55 des IV. Kapitels ist för die Cayley'sche Funktion w = {p(x) 
die zugehörige Gleichung 

iffu- = w?* + 5 Gw^ + lOC^W^ + lOC^W^ + 5C4W; + c^ 

untersucht. Um die Hermit ersehe Form herbeizuführen, ist das Glied 
sGw^ zu entfernen. Dies geschieht durch die bemerkenswerte Sub- 
stitution : 

CD = ^ (w+G)=- 60^4 - KVz + *2% - hVi = ^f, - SgiY + 2G^) 

= J.(J.a;* + 5-Ba:* + loCa:* + loDx + 4jB) - 
- B{Ax^ + 5-B^* + loCa: + 6D) + 
+ C{Ax^ + 5^^ + 4 C) - D(Ax + JB) , 
welche der Gleichung entspricht 

C3^ + ioj/jCd' + lo^/jö* + sy^G) + ^5 = 0. 
Der Koeffizient zy^ erhält dann den oben angeführten Wert von 2c^. 
i) Siehe S. 119: g = AiX^-\'6B^x'^-hisCiX*-\ , giy = A^x* + 2B^x-hC^. 
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72. 

Will man sicli zur Entwickelnng Yon pw der snkzessiTen Elimination 
bedienen ; so kann man dabei von verschiedenen Ausdrücken ausgehen. 
Die Gleichungen 

für i = I, 2, . . Z ergeben nach Elimination von Vm-iVm^i • • • Vm-i+i 
oder yw-iy»-« . . . yW»-' + l: 

Jede solche Gleichung kann zur Elimination von y aus fy =^0 verwandt 
werden und enthält m tviUkürliche Koeffizienten c und y, weil nur die 
gegenseitigen Verhältnisse derselben in Betracht kommen. Das Gleiche 
gilt für Ausdrücke von der Form 

oder 

wo wiederum die GröBen aa oder hß die Stelle von m willkürlichen Kon- 
stanten vertreten. Für besondere Zwecke können noch andere Formen 
vorteilhaft; sein^ wie Gordan und Kiepert für m = 5 bei der Reduktion 
auf die Brioschi'sche Besolvente gezeigt haben. 

Vermöge der gegenseitigen Zusammengehörigkeit der Wurzeln x^ und 

w^ der Gleichungen fy ^^ o und ilfiv = o hat man nicht allein w =^ ip{ y ), 

sondern auch y = 9{w ), so daß durch Elimination von y aus f=o und 
w = g> die Gleichung ^ = o , und durch Elimination von w aus ^ ^^ o und 
y=9 die Gleichung /"= o erhalten wird. Zugleich erhellt, daß für 

und 

«0 

gesetzt werden kann. Dann wird 

WO 
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Die Gleichongen für w == g){y) und y = 9{w) aber nehmen die Formen an: 

weil S%(^*) ii'^d SS,(«<^t) gleichzeitig verschwinden. 

k k 

73. 
Wir wollen nun nicht allein Cq= i , c^ = o , also Si = ti; , sondern 
auch (Iq=^ i, a^ = o oder i^i "=* y annehmen, so daß S ^^\ = ^i ^md S ^jt ■= s^ 
gleichzeitig verschwinden. Überhaupt werden wir uns für fy auf die 
Hermite'sche kanonische Form beschranken und schreiben: 

fy = y' + Cy^ + Ey + F, 
nebst 

«0=5, «1=0, S, = -2C, «8 = 0, 54=2((7*-2£), 

«6 = - 5i^, 5e = - 2 C7(C« - 3^) , «7 = 7 C-F, 

5^ = 2(C* - ^C^E +2E^), ^9 = - 9(C* - E)F, 

s,Q = -2C^-{- joC^E- loCE^ 4- 5F^ , «^i = 1 1 (C» - 2 CE)F, 

Si, = 2 (C« - 6 C*£ + 9 C^E^ -2E^- 6CF«) . 
Femer sei 

a^\, fc = -6i, c=C\-¥h^y ^ = -(£61+63), 

wir fragen^ wann auch -^w die kanonische Form annimmt. Zunächst wird 

und wenn man zu tv^ übergeht: 

tfg = a%+ 2a657 + (2ac4- fc*)56 + 2(ad+ hc)s^ 4- 

4- (2ap 4- 2bd 4- c*)s4 4- (2ce 4- rf*)s2 4- 5^*, 

- 5Fb,b^ - ^Eb,b^ 4- -J- C*6| - 2Ebl - C6| . 
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Durch Kubierung des Ausdrucks fiir w ergibt sich: 

+ 3(a*e+ 2afed + ac* + &*c)58 + z{2ahe+ 2acd + b^d + bc^)sT + 
+ (6ace 4- 3ad* + 3&*e + 6bcd 4- c^)s^ + 
+ 3(2ade + ilce + bd^ + c^d)s^ + 
+ 3(«c*4- 2bde + c^e-{-cd^)s^ + 3{ce^ + d'e)s^ + 5e% 

j6,^ (GF' + ± E')bS - j CEFbl\ + (^ CE' + ^F')blb,^EFblh,^ 



+ (^ C£» + 5i^*)&o&i + (t C^'^- ^^^^ *o6A + T^*&o«^i«^s 



Dieser Wert muß verschwinden, wenn iIjw die kanonische Form haben 
solL Selbstverständlich wird <s^ = o fflr 6^ = 6, = 62 = o , weil alsdann 
«; = — 631^1 eine identische Transformation darstellt. 

Um die gefundenen Ausdrücke homogen zu machen, führen wir jetzt 
die Formen ein: 

fy - Ay^ + loCy* ■\- ^Ey + F , 

jl)W = tv^ 4- loc^w^ 4- lOC^W^ 4- 5C4«<? + C5 , 
wodurch 

I , 5 V 

Damit erhält man 

2Cj = - 2i;»6J - tCFb^b^-ACEb^\ - AFb^b^ + loCEbl - 

- ^F6i6j 4- 4^^6,63 4- 2{AE - 6C«)6| 4- 2AGbl , 

ff 

2c, = - 2{CF^+ 2E^)h» + 2CEFhl\ - {AF* + i2CE')h*b^ + 

+ ÄEFb^b^ - (^J"» + 2oGE^)\hl + 2{sAE- 2^C*)Fb^\bi - 

- 8AE\b^bf - 4{ÄE - 2 C*)Eb^bl - ^ACEb^bl + 

+ {zAE - 2oG^)Fbl - 2o{AE - 4C')Eb*b^ - bACFb^b, - 

- ^ACFb^bl - SACEb^b^b^ - A^Fbibl - ^{AE -^C*)Cb^ - 

- A*Fbl\ + a{AE - tC*)Abibl . 
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74. 

Nach dem Früheren sind die berechneten Werte simultane Invarianten 
der beiden Funktionen 

fy « Ay^ + loCy« + ^Ey + F und gy = \y^ + 3\y^ + 36«y + 6, 7 

und zwar enthält c^ kein in h^h^ und o, kein in hl multipliziertes ölied. 
Mithin reicht die Auflösung einer quadratischen Gleichung aus^ um c^ 
oder e, zum Verschwinden zu bringen. Indessen kann das Gleiche auch 
auf rationalem Wege erreicht werden, denn c, verschwindet, wenn 

und 

oder 

und 

{tC'-AE)h, = -{CE^yy)h,-{\AF+:^)h, 

gesetzt werden, während zur Abkürzung 

a = — ^\^^A*F*- 11 ACE* + 3oC*E , 
ß^- ^^+ 11 ACEF-4C'F, 

r = ^f^' -\acf» + ae'-5 c*e\ 

-ioACE* + ^C*F*+25C^E\ 

ß* = ar + ((>C'-AE)d 
geschrieben sind.') 

i) Vermöge einer bekannten Eigenschaft der quadratischen Formen hat man 
.4 , . 1 _. „. _. , . Ci 



«. = |{[|F6.-^6.-C6.]'-^6'} 



= -ß{[TFb,-Eb,-Cb,r-^^Ji}- 

-^^j^^^{lCEb,+ \ AFb, + (6C'-ÄE)b,]'-[b,-^ + b,Y^]'} . 
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In analoger Weise kann man die in Bezng anf b^ quadratische 
Oleiclinng c^ = o durch zwei rationale Bedingungsgleichungeü ersetzen, 
indem man die Form herbeiführt: 

Hier bedeuten By^B^B^ Formen erster, zweiter und dritter Dimension von 

Wh^j und Cj verschwindet, wenn man B^^o und &« = -^ setzt, also 

z. 6. neben b^ auch b^ mittelst B^ eliminiert. Nach der gebräuchlichen 
Terminologie fiihrt die Bedingung c^=^ o auf eine sogenannte Saupt- 
gleichung fünften Grades 

iv^ + loc^w^ + 5C4^tv + Cg = o , 

während die Gleichung c^ «= o die Icanonische Form liefert : 

W^ + lOCjM?* + sc^w + 65 = 0. 

Es ist dabei zu bemerken einerseits, daß bei der Herstellung der Haupt- 
gleichung die in den beiden linearen Gleichungen vorkommenden Radikale 
nicht als Irrationalitäten bezeichnet worden sind, weil sie von den Trans- 
formationskoeffizienten b unabhängig sind, während andererseits die ur- 
sprüngliche Ableitung der kanonischen Form Hermite's bereits die 

Wurzel yj)^ aus der Diskriminante eingeführt hat. 

Selbstverständlich kann man auch einen Ausdruck vierter Dimension,, 
wie C4 oder y^^^ ccc^ — ßc^ ^ a'ö^ — ß'ö^, durch Auflösung einer Gleichung 
vierten Grades zum Verschwinden bringen. Komplizierter ist die Auf- 
stellung der notwendigen Bedingungen, wenn zwei Gleichungen c, = c, » o, 
oder c^^c^^o, oder Cj = y^ = o gleichzeitig erfüllt werden sollen. Will 

man c^ und c^ zugleich verschwinden lassen, so kann man allerdings 
mittelst der beiden linearen Bedingungen, welche b^ und b^ durch b^ und 
bj ausdrücken, b^ und b^ aus c^ eliminieren, aber dann würden in &| mul- 
tiplizierte Glieder erscheinen, so daß statt der quadratischen Gleichung 
eine kubische Gleichung auftritt, wie schon Bring-Jerrard bemerkt 
haben. Die Einführung von Cj = o in Cj würde im Allgemeinen sogar 
einen Ausdruck sechsten Grades zur Folge haben, wie bei der Gleichung 
c| -f c| = o . Die Gleichungen c^ = c^=^ o erfordern analog die Auflösung 
einer Gleichung vierten Grades, während die Bedingungen c^ — c^ = o nebst 
der Gleichung /r* + locj/r^-f Cj = o sich auf den vorigen Fall zurück- 
fähren lassen, da für 
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erhalten wird. Die Bedingungen ^ == ^4 =» o steigen im Allgemeinen wegen 
c| + y| = o mindestens auf den achten Grad, so daß eine weitere Grad- 
emiedrigung nur unter besonderen Verhältnissen eintreten kann. 



75. 
Da mittelst der elementaren Operationen der Radizierung die Gleichung 

w^ -h sc^w + Cg« o 

herstellbar ist^ und nur die Verhältnisse der Koef&zienten der Tschirn h aus- 
Transformation bestimmt sind^ so kann man Iq so wählen^ daß die Eisen- 
stein' sehe Gleichung x^ + x^ ^ hervorgeht, wodurch die Wurzel x Funk- 
tion eines einzigen Arguments wird. Schreibt man in der kanonischen 
Form 

z/*= i6a^c*- 40a* 6* c+ 25a' 6*- 2oa^6c*-h 45a&*c- 276^^+^^, 

so folgt die Gleichung 

w^+ iobw^-\- 5(96*— ^ac)w =± SJ , 

von derBrioschi gezeigt hat, daß auf Grund der Galois-Hermite'schen. 
Untersuchungen die sogenannte allgemeine Jacob i 'sehe Gleichung 6-ten 
Grades in der Krön ecker 'sehen Form 

auf jene Gleichung fünften Grades zurückgeführt werden kann. Die Be- 
dingung 6 = ergibt dann die Jerrard'sche Normdlform mit einem wesent- 
lichen Parameter, welche namentlich von Hermite zur Wurzeldarstellung 
mittelst elliptischer Modulfunktionen benutzt worden ist. Doch läßt sich 
eine solche Darstellung, wie Kronecker's Untersuchungen gelehrt haben,, 
auch bei anderen Formen herbeiführen. 

Für 

a = o oder c = o, d.h. y^= c^^— 9C^ = 200^— (f^ = o , 

erhält man die zuerst wohl von Gordan so genannte Brioschi'sche 
Resolvente {Math. Annalen, Bd. 13, S. 399) 

y^-h io6j/»-|-4562y = 8}/c^~ 276^ resp. = 8 1/250^ 6*- 276"^, 

gleichfalls mit nur einem wesentlichen Parameter^ während Klein (Iko- 
saeder S. 151, vgl. auch S. 105) das Verdienst, zuerst auf den Fall a^o 
seine Aufmerksamkeit gerichtet zu haben, für Kronecker in Anspruch 
nimmt. Kiepert und Gordan haben gezeigt, wie sich die Brioschi'sche^ 
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Form auf elementarem Wege ergibt, und zwar benutzt ersterer eine Sub- 
stitution, welche für B = D = o die Form annimmt: 

&.%-i,'?i = ^', ACbi = (6C'-AE)bi, 

WO c und c' gleichfalls von der Aufstellung quadratischer Gleichungen 
abhängen. Die Losuug erfolgt dann wie bei der Jerrard'.8chen Normal- 
form durch Modulfunktionen. ^) 

Nicht minder kann man für gb^^^ac, wie bereits bemerkt, die 

Normalform w^-\- loc^w^-h c^^ o elementar herleiten. Dagegen ist eine 
derartige Herleitung durch Radizierung nicht mehr möglich, sobald die 
Gleichung für w elementar lösbar wird. So folgt z. B. für 

5ft^=4ac oder ^4= c^— 4c| = loey^— 3ey| = o : 



und hier wird für 



W^-\- 10C2W^-^ 20C^W + C5= O , 



I 

^2 = , c^ = — 2sm5tt, w = 2sin.u. 



76. 

Zur Berechnung von 6^ oder c^ kann man folgenden Weg einschlagen. 

Schreiben wir 

w^= a'y*'+ Vy^+ c'y^+ d'y -f e', 
so folgt neben 

= 2(C^- 2E)a- 2Cc+ 5e, 

6^= 2{C^-- 2E)a-2Cc'+ se . 

Um die Koeffizienten zu bestimmen, gehen wir aus von der Gleichung 

w^= {ay*+ &y*+ cy^+ dy -f ef = 

und erhalten: 

a-= 2ah y ß = — Ca^ + 2ac-{-h^ , y =— 2 Cab -h 2ad+ 2bc , 

a = (C*- E)a*- 2Cac+2ae- Cb^+ zbd + c*, 

6' =- i^a«+ 2(0*- E)ab - 2 C{ad+bc) + 2(6e + cd) , 

i) Der Ableitung und Auflösung der Brioschi'schen Normalgleichnng, resp. 
ihrer engen Beziehung zur Fünfteilung der elliptischen Funktionen, hat Halphen 
das erste der in Bd. IH seines Traue des fonctions elUptiques enthaltenen posthumen 
Fragmente gewidmet. 
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c^ CEa^- zFab - 2Eac - Eb^+ 2ce + d^ , 
rf' - CFa^-h 2 CEab - zFac - 2Ead - Fb^- 2Ebc + 2de , 

e = 2 CFab - 2Fad - 2Fbc + e* . 

Damit ergibt sicli 

6^^ 2(C'- aC^E+ 2E^)a^-h i^CFab- 2G(G^' 3E)(2ac-{-b^)- 

- ioF(ttrf + 6c)+ 2(C*- 2E){2ae+ 2 6d+c*)- 2 0(2ce + d*) + 5«*, 

wo bei Einführung von b^fi^b^b^ die Übereinstimmiuig mit dem früher 
abgeleiteten Werte von ö^ erhellt. Vertauscht man aber abcde mit 
ab'cd'e, oder w mit w^, so geht 6^ in (^^ über und man erhält: 

^4 = 2(C* - 4C'-E+ 2^^y« + i3CFab' - 2 C(C^ - 3^)(2aV + 6'«) - 

-io2^(a'd'+6V)+2(C«-2£)(2aV+26'd'+c'«)-2C(2cV + d'«)4-5c'*, 
während 

tfl = 4((7*- 4C«i; + 4^«)a'«- 8C(C»-2£)aV-h 2o(0«- 2i;)aV + 

+ 40V>-2o(7cV+25e'>. 

Hier hat mau nun, um c^^ (ö^ öf) zu berechnen, die Werte 

zu substituieren: 

b'^-FbS + ^Eb,b,-j^Cb,b,-2b,b,, 

+ 2Cb,b, + ^Cbl + bl, 
<r — CFb* + - CEb^b^ - 2Fb^b,+ ^E\b,-Fbi - 

_(±C»-2£)&i6,-|C6,6,, 
e'= i^^»6»+ 2CF6„6i + i^C£6o6.+ 2-^6,6,+ 2Fb,b,+ ^^Cn; , 

sowie durch Einführung von a^^A die Ausdrücke homogen zu machen. 
Da die Rechnung ziemlich weitläufig ist, so mag hier wenigstens die 
Abhängigkeit von b^ und b^ untersucht werden. Wir setzen demnach 

6q = 6, = o oder m^ = 6^ i?j — 6, i^i und erhalten: 

18 
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Alsdann wird 

(^^ACbl + (ÄE-6C^)bl, 

c^^Ä^Ebi+2ÄC(3ÄE+SC^)blbl-^Ä^CFblb^-\- 

+ {ÄE- 2C'){5ÄE- 2^C')b% 
nebst 

2c^^b^[^A(AE - 6C^)bl - A^Fb^b^ - /[C{ÄE - ^G^)bl} . 

Letzterer Ausdruck verschwindet nicht allein fQr b^^o und ir = — Ab^ y, 
sondern auch wenn 

&g : &8= a^ + aA^F+ SßA{6C^- AE) : ßJ- ßA^F+ ^aC{^C^- AE), 
und zwar für beliebige Werte der Faktoren a und /J, während 



77. 

Zum Schlüsse mögen noch einige Bemerkungen Platz finden über 
die Berechnung von ^tc^ durch direkte Elimination von y aus den Glei- 
chungen fy^^o und w^fpy. Abgesehen von der Weitläufigkeit der 
Rechnung besteht die Schwierigkeit darin, zu bewirken^ daß ^fw nicht 
auf einen höheren Grad als den m-ten steige: man wird also in solchem 
Falle einen zu ermittelnden Faktor abzutrennen haben. 



Sei 



so wird 



f^y^ + Cy^^Ey-^F^o, 
w -=-y^ + by^ + cy^ + dy + c = 9?^ 
= y* - hy' + (C + b,)y' - (Ob, + b,)y + | (2 JS + Cb,) , 

/"+ (y + 6j) {w - (f^) = Vy^ + c'y^ -^ d'y -h e ^ (p^=-o , \ 

V ^bf-b^, c' = - (6162 - 63) , 
d'^w'~jCb,-^b,{Cb,-^b,), 

e'=b,{w''-E-^^Cb^) + F, 
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wo ZOT Abkürztmg u>'=w + —E geschrieben ist Femer 

h'*{w- ipt) + (b'y - b\ - e')tpt = c"y* + d"y + c" = 9, - o , 

c" = - h'\C + 6,) - e'{b\ + c') + b'd' 

d"= 6'»(C6i + 6,) - d'(^'6i + c') + b'e' 

= (b,b,-b,)(u>'+^Cb,) + (b^-b,){F-Eb,-Cb,) + ibl-b,b,)b,, 
e"= h'*(w'-E-^ Cbt) - e'{b\ + c') 



= (P! - »i&s) C"''- J5 - 4- Cb,) - F(6» - 26^6, + 6,) . 



Um eine yerschwindende lineare Funktion g>i abzuleiten, kann man 
drei yeracliiedene Ausdrücke bilden: 

gji - «by + «1 = «"V» - (&'c"y - ^'d"+ c'c")ip, , 

oder 

9i = Ciy + c, = y|(6e y + ec )g),-c e ?),} , 

oder endlich 

9i">,y + h-y. {«"V. - lid'e"- e'd")y + e'e"] y.| , 

«0 = 6'(rf"* - c"e"- c'c"d"+ d'c"*) , 

Da A' ec'd"e' in Bezug auf w oder m;' linear sind, so steigen ^o^^s^s 
auf den dritten Gh»d, und zwar sind die Glieder höchster Dimension: 

Daraus folgt ^ daß 

ef — e^e^ == &'^w?* + b"w^ H 

12* 
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Entsprechende Ausdrücke kann man für 6| — e^e, und e^e^ — e^e^ auf- 
stellen , wenn auch die Berechnung der Koeffizienten einigermaßen be- 
schwerlich bleibt. Deshalb ist es nicht unwichtig, in dem Umstände, daß 

für b^ « (— xY w in die Wurzel e der typischen Gleichung, folglich ^w = o 
in die letztere selbst übergeht, eine wirksame Eontrolle für die Rechnung 
zu besitzen. So muß für 6< = (— a?)* : 

Ci-f2--9f ^ = -A, c^-f^9i-S9^f <k-P9f>-^9^ 
werden, wie man leicht direkt verifiziert; für x^x^ folgt identisch wegen 

ic-^ay)y 9-fny), h=2f^{y), 
tü^ = logw^ + ioAm?* + isg^w + 2gh . 



Anhang, Abschnitt HI. 
yn. Znr Auf losung der Ikosaederglelehung. 

78. 

Seit Kummer' 8 Arbeiten über die hypergeometrische Reihe ist be- 
kannt, daS das Verhältnis zweier Partikidarlösungen y^y^ der linearen 
DiflFerentialgleichiing mit der unabhängigen Variablen x 

die Differentialgleichung dritter Ordnung 
erfüllt, deren yoUsändiges Integral durch 



s = 



a'yi + ft'y, 
gegeben ist Für die 6 au ß' sehe Funktion F(aßyx) hat man 

_ ia + p-\-i)x — i aß 

^"~ a?(a; — I) * ^^ äsix — i) ^ 

folglich (Grdle'8 Journal Bd. 15, S. 46) 

^ - (« - iJ)» - I , B = 2 a/J -(« + /}- i)y , C - y(y - 2) , 

wofür man mit Herrn Schwarz (das. Bd. 75, S. 301) auch schreiben 
kann: 



2a;» 2a:(a: — I) 2(aj— i)»' 

ilfi^ sollen als reell und positiy vorausgesetzt werden. 
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Der Differentialaasdrack 



S $ j'8 



{«, ^}-V-f (7^) = *"-T<»'*' för * = !««' 



« 2^8 



hat seit der PreisschriJPt von Schwarz über Minimalflächen (1867) wieder- 
holt Anwendung gefunden. Außer den Schwarz^schen Arbeiten mag hier 
nur noch die Schrift yod Gayley: On the Schwa/reian Derivative and the 
PoU/hedraL Functions, Cambridge Phü. 80c. Trans. XTTT (1880) oder Mathem. 
Papers XL, Nr. 745 angeführt werden. Zur Yertauschung der Yariabehi 
dient die Gleichung 

{s,x)dx^ + [x,s]ds^ ^o , 
allgemeiner 

{s,x}dx'^{{8,i]^[x,i})dV. 

also für die lineare Substitution 

Betrachtet man hier s als Funktion von Xfivx und fahrt statt x 



i = T—z resp. I = 



x — i 



i—x *■ " X 

ein, so geht s^k, (i, v, x) über in 

«(ft, V, Xy -l^) resp. s{v, X, /i, ^) , 

während, wenn x durch resp. S = — , i — x und ersetzt wird 

die Werte 

«(f*>^;^;i)> «(v,f*,A,i-a:) und s(A,v,ft,^-) 

sich ergeben (Schwarz a. a. 0. S. 302). 



79. 

Nun hat Herr Schwarz in seiner grundlegenden Abhandlung aus 
dem Jahre 1872 die Falle untersucht, in denen F{aßyx) eine (Ugebraisehe 
Funktion von x darstellt (siehe auch Werke Bd. II, S. 211). Dabei handelt 
es sich wesentlich um die konforme Übertragung der Flache s eines 
sphärischen Dreiecks mit den Winkeln Ix, [ix und vx auf eine Halb- 
ebene der Variablen x. Wenn speziell das sphärische Dreieck mit den 

1^ ^tf ^9f 

Winkeln — , — , - konform abgebildet werden soU, in der Art, daß den 
Ecken desselben beziehlich die Werte x ^ o , x = <x> und x =^ i ent- 
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«precken (a. a. 0. S. 330), so wird dies f&r s^ =^g herbeigeführt durch die 
Funktion 

^ = ä^ oder a; — I = - rr/-g , 

wo 

;?, = ^* 4- 1 1 5 ~ I , 

=« (jP* — aijsr — I) (jEf* - a,;ef - i) nebst a* - 228a 4- 496 « o , 
jBf^ = xr* + 522jer^ - 10005;?* - 10005^?* - ^22e + i , 

= (jgf* + I) (jp' 4- fti^Bf - i)(jer* + fe,5- I) nebst 6*- 5226-10004 = o , 
gesetzt ist und die einfache Differentialformel besteht: 

Für das Argument s bezeichnet z^ und z^ die beiden Eoyarianten 

144^ und — 864 Ä der Funktion fiß) = sz^ , 

wenn letztere vom Orade m » 12 angenommen, also der Koeffizient yon s^^ 
41^ a o Yorausgesetzt wird. 

Schwarz schreibt 

und zeigt ^)y daß ^^die konforme Abbildung der Kugeloberfläche s auf die 
Oberfläche eines regelmäßigen Ikosaeders vermittelt wird durch das Integral 

welches durch eine passende algebraische Substitution in ein elliptisches 
Integral erster Art transformiert werden kann/^ In der Tat erhalt man 
nicht allein 

sondern wegen 



zzi 



5 ««, ' ' ' 



dz Za dx !,• 



ZZ^ Z^ X 



Deshalb heißt die Gleichung fOr x oder x— i kurz die Ikosaedergleichung 
und liegt den ausgedehnten Untersuchungen der Herren Klein und Gordan 
über den Zusammenhang der Ikosaedergleichung mit den Gleichungen f&nfben 

I) Vgl. auch Werke Bd. 11, S. 174. 



Ig4 Anhang, Abschnitt m. 

Grades zn Ghninde. Aus der Zasammensetzmig der eingef&lirten OrößeH 
e^B^B^ dürfen wir schließen^ daß die yieldeutigen Warzelii der Ikosaeder- 

gleichung paarweise verknüpft sind, sofern neben b auch , also auch 

s neben der Gleichnng genügt. Gleichzeitig verwandeln sich b^j z^ 



and B^ in — ~\ y -^ und -f, so daß x nebst der Differentialgleichung 
ungeandert bleibt. 

Zur Auflösung der Ikosaedergleichung bedarf es der Konstruktion 
der Funktion «(-- ; t> ~i ^)7 eiitsprechend der Differentialgleichung 

?!' __ J_ /1"n*^ _4 6ri 3 _ 

8' 2 V«'/ 9«' i8ooa;(aj— I)"*" 8(a;— !)• 

_ 864 a;* — 98955 + 800 
"" ~~iSÖ6x*{x—i)* ' 

25 ^ 1800 ' 9 



folglich 



Leitet man hieraus die Werte von aßy ab, so gehen die vier Funktionen 

TP r^± iL - ^\ Trri? 11 ± /r^ jp r^"^ ^^ ?_ ^^ 

^^^ 60' 60' 3 ' '' ' «^60' 60' Z ^ ^ ' 5^0' 60' '3 ' ^^ 

hervor, welche ihrerseits den linearen Differentialgleichungen genügen mit 
den Koeffizienten: 

7^ — 4 _ —II , _ HO?— 8 19-31 

•^1 "* 6ir(a;— i) ' ^^ "~ 36Öo5(a;~i) ' ^ "" 6x(ar— i) * ^* **" 36ooa:(Ä— i) ' 

^ i3 a?-4 29-41 ^ i7g-8 49 »61 1) 

^8 6a?(a;— D' ^« 36ooa;(a5— i)' ^^ 6a;(Ä— i)' ^* 36ooa;(x— i) 



80. 
Als weitere Partikularlösungen kann man, wie allgemein 

x^'-^F{a'-y+ i,/3-y+i, 2-y,a;) neben F^F(aßyx)f 



i) In Kleines Ikosaeder 8. 80 finden sich zu den Lösungen y^ y,, welche mit 
einem beliebigen Faktor multipliziert weiden dürfen, die abweichenden Werte An- 
gegeben: 

^i_ _ ^ \ L « _ ®^l 4- i- 1 
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80 

*i = x^ F^ neben jP^ , 0, = o?"* F^ neben F^ , 

0j = a?* i^4 neben jP, , und O^ = a;" * jP^ neben F^ 

benutzen, während die bekannten Euler 'sehen Transformationsformehi 
F^{i-x)r'-'^F{y^a, y-ß, y, x)^{i - xr-F{a, y-/J, y, -^) 

die Gleichungen liefern: 

i. 1 11» 

Fi = (i-a;)«JPj= (1-0:^2^5 und F^^{i - xY F^^ {i -x) ^F^. 

Hier iBt zur Abkürz^ng geschrieben 

Daraus entspringen ffir die Ikosaederwurzel s die Formen 
''''"' ^ a'F. + ft'ajiF, a'F, + h'x^F, a' F, - b' ( ^^)^ F, ' 



^'3 ' 5 ' 2 



wo die Verhältnisse der Eonstanten ab ab zu bestimmen bleiben. Wenn 
man dazu die Werte 8^ 5« s^ benutzen will, welche die Wurzel s fiir 
x^ Of 00, I annimmt, so wird man zu beachten haben, daß diese Wurzel- 
werte mehrdeutig, und schon auf reellem Gebiete vier Werte 

I / i 

gleichberechtigt sind^), welche 

für a; = o die Gleichung g^^o oder = ii4± SoYs j 

z 

för x^ i die Gleichung e^^o oder b = - 261 ± 1 2^Y^ *) 

erf&llen, während für a? = 00 , neben 5« = o oder 5« = 00 , 8^ der 



i) Vgl. Ikosaeder S. 71, Anm. 

2) Die obigen Oleichungen ergeben resp. 



»0* = 57 + 25 1/54- 5/255 + "41/5 
nnd 

«* = -j { 261 + 125 >/5 4- 15/10 (65 + 291/5)} 7 
wo selbstrenlftndlich die Vorzeichen der beiden Qnadratwnizebi doppeldeutig sind. 
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Gleichung e^^o oder = - 11 genügt. Da hieraus 

folgt, 80 wollen wir zur näheren Determination 

^00 — 



2 9r 

2 CO8 — 

5 

voraussetzen. 

Da allgemein^ so lange der reelle Teil von y — a — ß positiv ist, 

F(aäyi)^ ryr(y-a-P) 
^^«Pyi^ r(y-a)r(y-^)' 

80 wird für 

r- ri r- ri 



mithin wenn sL = o : 



6060 60 60 



3 60 60 3 60 60 



Für x=^o dagegen erhalt man 



So - 7 . 



während für o? = i : 



. «^3^60^6Ö + ^^8^6Ö^60 



Damit ergeben sich die Ausdrücke: 

„ 4 _,ii -^29 „41 , , 

3 60 60 60 1 > 



8i. 
Um weitere zulässige Formen abzuleiten, bilden wir die Werte 

i) s(— , --, -r j ) nebst 

TP ( ^ ^9 2 a? X , f ^ ^ T? r^9 49 4 « \ 
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2) s(— , — , — , ) nebst 



3 I—« 



I \* -CT /il 41 6 



5 ' I— a;/ ^i— a?/ «v^q' 60' 5 ' i— «- 

VfL £9 j^ j^N „„j /j^\* 7? /H 3i 6 I s 
■^n~6o' 60' 5 ' x) v«/ -^»«Uo' 60' 7' x-'' 

4) «("7' J ' 7' ^-*) °«^st 

^u(-^' 55' T' '-^) '^'^ ('-*) ^«(-6-0' ^' T' ^-«')' 

5) «(t' 7' 7' ^) "«^«* 

-^»(-^' ^' T' V^) '^'^ ('"¥) -^1*2' II' V' ^)- 

Die Aasdrücke i) entsprechen der bereits oben aufgestellten Form: 

I 



s = 



"^'-K^)^. 
«'■^•-^'C^/^«' 



aus 2) und 3) erhält man analog 

während aus 4) und 5) hervorgeht: 

Zu den letzteren Werten ist indessen zu bemerken % daß infolge der Ver- 
zweigung im Punkte a; = i , für reelle Werte der eingehenden Größen^ 
durch den Faktor 

(I - xy oder (-"— ) 



i) Man beachte, daß wenn x^i, »^ anch fax 8^ » t verschwindet. 
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imaginäre Bestandteile entstehen können^ wenn x zwischen i und 2 liegt^ 
resp. rr > I genommen wird, während die i^- reihen konvergent bleiben. 

Es wird sich wiederum am die Berechnung der konstanten Faktoren 
ABA'B' . . . mit Hilfe von s^ und 8\ handeln. Zunächst erhält man 

fftr a; = 00 ^ =" X' ' ^^^^^^ ^'^ x^o und x= i: 

, 6 60 60 

Sa = 



^ ^ 6 ^6Ö ^60"^-^ ^B ^60 ^60 



' . 6 60 60 



6 60 60 6 60 60 

ffierauB folgt 

Auch findet man leicht^) 



60 60 sin 3 ® ' 60 60 tin 33 • ' 



r!?r*' = ^4--., r??r^ = zr" 



60 60 sin 57*' 60 60 BinSy*' 

ssina« =yv {Vl+ 1)0/5 - 1)- (VI- OVs +T/5 , 

8 sin 33» = ]/]- (1/3+ i)(V5 - i) + (Va - 0>^5+?5 , 
8 sin 57"-- 1/^(1/3+ 0(V5- i) + (y3 + 1)^5 +1/5, 

8 sin 87 • = )/]■ (V7 - 1)0/5 - I) + (I/3 + O^^sTv^ . 

Überhaupt lassen sich die Gammafunktionen von der Form 1^(7 -) zurück- 
führen auf die Werte von F— oder ä, F— , T— und F Dabei 

2 ' 3 ' 4 5 

i) Vgl. Lambert, Beiträge zum Gebrauehe der MtUhemaUk ü, S. 135. 
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kann es für die numerische Berechnung zuweilen von Vorteil sein, 

zu setzen, wodurch die Fundamentalgleichungen die Gestalt annehmen: 






jd{mx) ^ m"^'"^ dxd (x -\ — )d(x-{-—) • • • z/(a; + ^^-^^) , 
^x^{i —x)^ — -. , ^{x + I) = 2 XTC^Xy z:/(w + 1) = {2%)^m\ . 

Z 81X1 SC^ 

Unter den aufgestellten Formeln kann man speziell die Werte 

s = * j-^ und s — T — 

a'F,+VxiF, ^'F.-B'(-L)V. 



als einander ergänzend betrachten, sofern der erstere fdr mod x< ly der 
letztere für mod o; > i konvergiert. Doch sei noch ausdrücklich darauf 
hingewiesen, daß wegen der Verzweigung der mehrdeutigen Wurzelaus- 
drücke in den Punkten o, i und <x> besondere Vorsicht beobachtet werden 
muß, da z. B. eine uneingeschräukte Benutzung der Formeln (26) und (27) 
in Eummer's Abhandlung S. 59/60 leicht zu Fehlschlüssen Veranlassung 
geben könnte. So scheinen die daraus folgenden Relationen 

pl r- r- r- 

A _ 3 6 _ -B 8 6 

16 60 60 60 

r—r—~ r^r—~ 

•jy 8 6 -1 8 B^ 

60 60 60 60 

auf Widersprüche zu führen. Später wird sich zeigen, daß zwischen den 

Wurzeln s und s, welche fär a: = 00 s« = und 5« = o liefern, 

2 cos— 

5 

eine Gleichung stattfindet von der Form 

SS + 2 cos — (s + 5') = I . 
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82. 

Die gefandeneu Ausdrücke sind als Wurzeln der Ikosaedergleichung 
aigebraische Funktionen von x. Wenn nun Herr Klein ^ unter voller An- 
erkennung der Schwarz'schen Priorität (Ikos. S. 67), weiter betont (S. 139), 
daß es nicht schwierig sein würde, die Resultate, die er für die Auflösung 
der Gleichungen fünften Grades mit Hilfe des Ikosaeders gefunden, als 
solche an die Spitze zu steUen und in deduktiver Form abzuleiten, 
während die induktive Methode geeigneter sei, den inneren Gedankengang 
darzulegen, so mag es doch nicht ohne Interesse erscheinen, umgekehrt 
von den Gleichungen fünften Grades auszugehen, um auf naturgemäßem 
Wege daraus die Ikosaedergleichung herzuleiten. Dies gelingt mit Hilfe 
der folgenden Betrachtungen über Resolventen fünften und sechsten Grades. 

Hermite und Brioschi haben gefunden, daß die allgemeinen Glei- 
chungen fünften und sechsten Grades /s = o und /e = o , wo 



und 



f(x) = Äx^ + 5-B^* + loCx^ + loDx* + sEx + F, 



6 



f{x) = Ax^ + tBx^ + i$Cx^ + 2oDx^ + isEx^ + tFx + G ,0 



durch die rationalen Substitutionen 



5^ = 4 



resp. 






die Gestalt annehmen: 



und 
wenn 



fö = AE* + io®S' + 5 ©E -I- 5 = o ; 

fe = D«jc* + 15 ©E* + 15 ©E* + ö^E + @ = o , 

/; = y fx resp. /; - 1^ fx , 

und die Eovarianten 

tj = Hx^ + • • • resp. g^ =» Gx^ H — • , 



nebst 



H = 



A 


B C 


B 


C D 


ÖDE 

1 



G^AE-^BD + 3C\ 



geschrieben werden. D5 und D^ bedeuten die zugehörigen Diskriminanten, 



i) Sollte eine Unterscheidung von dem sonst in anderer Bedeutung gebrauchten 
G notwendig werden, so mag man in f(x) G^ schreiben. 
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und auch die übrigen Koeffizienten werden Invarianten von /l Setzt 
man nun 

y^iVD^, resp. y^iYW^, 

adjungiert also den Koeffizienten Ton f die Quadratwurzel der Disknmi- 
nante, so erhält man die sogenannte kanonische Gleichungsform Hermite's^): 

y^ + lo^y» + 5^^y = ± Ä^YB^, 
resp. 

y« + ibA^y^ + isA^y^ ^Ä^ = ± Ä^y}^ . 

In Bd. 13 des Crett^schen Journals S. 347^ Dezember 1834 zeigt 
Jacob i^ daß die alternierend zyklische Funktion w der Wurzeln einer 
Funktion 

fix) = AlJix -x^): Wj,^~^A^± x^x^ 
die bikubische kanonische Besolvente 

mit rationalen Koeffizienten liefert. Mit Hilfe einer zweiten alternierend 
zyklischen Funktion der Wurzeln x^ : 

kann man eine in x lineare Funktion 

^* = ^k^ - ^k 
einfahren^ welche der bikubischen kanonischen Gleichung 

^'- 59t^^-^ 5(91 - 2j^)0^ - 5{25hl ^ fk,) ^ ±fzVD^ 
entspricht^ während 

frj = «'a; + »', ^2 = G^a;* + *--, h^^Hx^-h" und ;; = ^'a;* + .-. 

Kovarianten von f(x) bezeichnen. Da die Variable x beliebig gewählt 
werden darf^ so ergibt sich die Jacob i' sehe Resolvente für w, sobald 
man nur die Koeffizienten der höchsten Potenzen von x in z und den 
resp. Kovarianten beibehält. Dadurch wird 

die f&r cd geltende Besolvente ergibt sich ebenso^ wenn :r = o gesetzt wird. 
i) Hermite in seinem Briefe an Borchardt 1861, OreUe's Journal Bd. 59, S. 305. 
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Legt man die kanonisclie Form 

f= a;*+ ioCa;»+ %Ex + F 
zn Grunde und substituiert die Werte: 

G = 3C' + E, H — C(C*-E), 

Ä' = -(C*-E){3C*-E), 

«' - CF*- E{C*-EXi5C*+E) , 

Dt^ F^+ 32CF*(ioSC^- ^SC'E + sE*) + 256E\5C*- Ey , 

so fokten 

^ G*-2Ä'=i5C*-2C*E + 3E*, 

25H'- ?l'= ((?»- E){5C'-Ey- CF* . 

83. 

Um die Brioschi-Eronecker'sche Form herbeiznf&hren, schreiben 
wir* 

oder 

+ 45ö6*c- 276*4-0*. 
Daraus folgt 

128(4(7«- £)»a»- F«+ i6C(io8C*- 45C«-B+ 5^*) + l/Dg , 

128c*- -F*+ i60(io8C*-45C*JE;+5-B*)-|/A; 
während die Quadratwurzel der Diskriminante 

l/I);=64{a»(56«-4ac)*-c*} 

sich als rationale Funktion von abc ei^bt. Dies darf als eine 
charakteristische Eigenschaft der gewählten Form betrachtet 
werden. 

Von der kanonischen Gleichung aber 

x^+ lobx^-h 5(96*- /^ac)x =± 8^ 

hat Brioschi gezeigt^ daß auf Grund der Galois-Hermite'schen Unter- 
suchungen die sogenannte allgemeine Jacobi'sche Gleichung sechsten 
Orades, welche för die Größen 0^0^ . , e^ des Art. 54, Kap. IV Geltung be- 
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flitzt^)^ in der Eronecker'scheii ForM: 

«af jene Gleichung fünften Grades znrückgefQhrt werden kann. Die 
Jacobi'sche Kesolvente erhält nnnmelir die ^Koeffizienten 

O = 4(36*- ac) H = 46(2 6'- ac) , 
^'=-8(6&*-7aJ>c+2a»c*), 

«'- 646{ö»(5&*- 40«)*+ c'}+ i6ac(6o6*~ 39a6«c - 4<»*c«) , 

neben 

±l/55^64{a»(5ft*.-4a<5)>-c»} . 
Femer wird 

G^- 2Ä^ 16(156*- i3a&«c + 3a^O; 

25il«- ^r- 64(256«- 4oa6*c + i6a*6 V+ a^c«) - 

-646{a»(56*-4ac)^+c») , 
mithin ergibt sich: 

K7*- 20(36*- ac)«<?*+ 80(156*- I3a6*c + ^a^c^)w^- 

- 320(256«- 4oa6*c-h i6a*6*c*+a^c'- 6[a^(56*- 4ac)^+ ^']} = 

= ± 64[a'(56'- 4ac)*- c']m; , 

wo das Vorzeichen von w beliebig beätimint werden darf. 

Besonders wichtig sind hierbei die speziellen Fälle, in denen eine der 
Konstanten a, 6 oder c verschwindet, weil dann eine sogenannte Normal'' 
form mit nur einem wesentlichen Parameter herrorg^t^ and weil die ent«' 
sprechenden Formen stets auf elementarem Wege, z. B. durch geeignete 
Tschirnhaus-Transformationen, herbeigeführt werden können. Für 6»o 
ergibt sich die sogenannte Bring-Jerrard'sche Normalformy welche, 
wie bereits Art. 53, Kap. IV bemerkt, Eisenstein in der Gestalt 

betrachtet hat, und die auch Jacobi bekannt gewesen zu sein soheini, 
da er von der allgemeinen Gleichung 5. Grades in der Form 

spricht. Diese Normalform ist namentlich von Hermite zur Wurzel- 
darstellung mittelst elliptischer Modulfunktionen angewandt worden, 
wakrend Eronecker daeu auch andere Formen der dogenannten all- 
gemeinen bikubischen Jacobi'schen Gleichung benutzt. 

I) Vgl. auch den Art. 75 des Kap. VI. 

13 
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Dem Falle b^ o entsprechen die Gleichungen 

x^ — 2oacx = 8c")/i6a* + c 
und 

w^ + 2oacw^ -h 24oa*c*w7* — 32oa*c' = 64c*(i6a^ — c)«? , 

also für ac = - - : 

4 



a;*- 50; = 8]/a' + c' und w?*+ 5%'*+ 15W?*- 5 = 64(0'- c')ir . 

Für a<=o oder (; = o dingen erhUt man die Brioschi'sche ^(>rmal/bfn» 

x^ -^ io6a:*4-456*a? = 8|/c*- 276^ oder = 86*|/25a'- 27fr 

mit der Jaco hinsehen Resolvente: 

w^ — 6oft*M?*+ i20oh^w^ — 80006* = - ö/^c^w — 32oftc*, 

resp. 

= löooa^b^w — Soooa^b^ . 

Bedenkt man nun^ daß 

füra^o: |/i)^=-64c», fÖrc = o: j/JJg = i6ooa»6S 
so kann man kürzer schreiben 

(u;«-2o6V=(w^±5&)yÄ- 
Setzt man endlich 

]/S^ = T io8ftS3r, 
so geht die bikubische kanonische Gleichung 

(w* - 206*)' ± io86^(tc? ± 5ft) = o 
als die Jacobi'sche Resolvente der Brioschi'schen Normalform 



x^ + lobx^ + 456*0; =)/io8fe(üy - 166"*) 

hervor. Für 6 = ± — entsprechen sich die Gleichungen: 

(w?*- 5)'+ 27t5'(22i; + 5) = 



und 



x' 



±5a;« + ~ic-'K±54(Sy~i), 



wo man für ar > i das obere, für tar < i das untere Vorzeichen zu wählen 
hat. Zugleich ergeben sich die Werte 

G = 3, Ä = ±i. 
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84. 

Die gefundene biknbische Resolvente ist von der Ikosaedei^leichung 
der Herren Schwarz und Klein nur formell Terschieden^); und darf 
deshalb in Anbetracht ihrer charakteristiBchen Eigenschaften kurz als die 
Ikosaederresoloewte der Gleichungen fünften Grades bezeichnet werden. 
Die Beziehung zu der früher aufgestellten Ikosaedeigleiohung mit der 
Wurzel 8 und der Variablen x wird yermittelt durch die Substitutionen 

während die unabhängige Variable x durch den Pa/rameter oj ersetzt 
worden ist. 

Schreibt man unter ausdrücklicher Änderung der früheren Bezeichnung 
zur Abkürzung 

6r = 3(«<;*- 5), J5r==(w?* + 3«?+ Ol/w* - 6ic; + 10, 
so ergibt sich vermöge der identischen Relation 

27(2 «{;+ 5) = (u;*+ 3t«; + i )*(«;*- 6w7 + 10)- (w* - 5)* : 



ö»-27Ä^«' ö'-27iT«' 

G^ H^ , X 27» G^ ^ 

Mithin wird 

(7 = für o<Ä<27, sr>i fürÄ>27, o<ar<i fürß^o, 

während die Werte 

ST = o und Ä = o, Wf = i und Ä = 00 , ST = cx> und Ä = 27 

einander entsprechen. 

Fügt man die Gleichung 

J=i6(lir«-^ö»)=432(2«; + 5) oder © = - i^ -^ 

hinzu, so bedeutet J die Diskriminante der sogenannten kubischen Re- 
solvente 

i) Vgl. Leipziger Berichte vom 4. Dezember 1905. 

13* 
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welche ihrerseits einer biquadratischen Funktion F(x) mit dem elliptischeü 

Differential 

• , Mdq> __ dx 

%^ w ■ -- — — — - -■ — ■■ ■ ■ I — 

ym^ cos" 9 + «• sin* tp yFx 
und den iDvarianten G und H entsprieht. Man erhalt dann leicht : 

(Sy*- ioy+ ii)*+ i2«ary'^ = o, 
oder 

5y+ ^= lo- iifmy^ , 

ferner 

(^ = i5(5y'- loy + i) , (?' = - i8o»syy5 , 

J7« = 6o«(i - 0)^^ , J^= i5*(4y)' . 

Die Auflösung der bikubischen Besolvente für y kann vermöge der 
Gleichung 



4y 



=f 



/ 



3375 



durch Ausziehung der fünften Wurzel aus J gleistet werden, sobald die 

Koeffizienten G und H der kubischen Resolvente ermittelt sind. Es bleibt 

« 

nun das Verdienst Felix Klein's, die Wurzel der Ikosaedergleichung ab 
Funktion des Modularguments q = e"^ durch elliptische Thetafunktionen 
bestimmt zu haben^ nachdem der Parameter 

durch die sogenannte absolute Invariante der zugehörigen ModnUunktioneft 
ausgedrückt worden ist. Und zwar ergibt sich der einfache Ausdruck 



s = 






oder nach der Bezeichnung von Herrn Klein, für 

SS' + 2 cos -- (S + 5') = I , 

s' - «-t M*»'_«!I nebst _' -_«**i (**•■' 9*) ^^ 

Setzt man 

_ -/ 

i) Ikosaeder S. 132 und üfafA. AnneUen Bd. 61, S. 560. 
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so ist leicht einzusehen, daß die Berechnung von q mittelst dieser la- 
Tarianten nicht beeinfiuBt wird durch den eben definierten Faktor q, ob- 
schon dieser selbst Funktion von q wird. In der Tat beruht die Ableitung 
des Wertes von 

auf der EinfClhrung des Verhältnisses der beiden 6 au ß 'sehen arithmetisch- 
geometrischen Mittel M und M' zwischen den QröBen 

m und n, resp. m und m'=Ym^—n^. 

Mittelst der schon Sw 99 benutzten Hilfsgröfien 

erhält man einfach: 

ig?-ng ^-^+1-1(1,+-^ 1.+I1.+ J I,...), 

85. 

Die Berechnung von m und n aber richtet sich nach dem Vorzeichen 
der Diskriminante J. Im Falle Q' > 2'jH' findet man auf bekanntem 
Wege fOr 

Zi - j&Cr - 2*') -J'(- »"3"<»"+^>, 

jpasl nm — « 

81gXi--a + -H + 7l. + Ti4--): 

- ^ { 1 + 24og*(i + 93-» + 28 j* + 733» + 1265« ...)], 

- j^ { J - 504a* (i + 33«* + 2442* + I057«* • • )) 1 
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folglich 

Aus den drei Wurzeln 

der kubischen Resolrente hat man alsdann die Werte zu bilden: 
Ist dagegen 6r'< 27IP, so ergeben sich die Ausdrücke^): 

ft = n w - '^ ***» ) 

°Ti {'-2402(1- 93 + 283« -733» + 1264*...)} , 

~ 576 { ' ■'' 5043(1 - 333 + 2442* - 10572' •••)}» 
, , .^_2. {i-a40g(i-9a + a8g ' -73g*+'a6g*...) }' 
*' « (i+3-4'-3*"-4'-4"...)" "' 

tmd wenn die reelle Wurzel der Resolrente 

X = i- (,(»*- d*) , nebst (i* = i2X*-G: 



Für Q*->2tH* wird «J > i , für G*< 27H* dag^fen liegt ET 
zwischen o und i , solange 6r < o , und wird negativ fOr 6- >o, während 

ftlr 2 = 0, <? = — (»* = 00, neben 6r'=27ir* und S = ±<X). Mithin 

wechseln beim Durchgange von g^ durch — , oder von G durch — p*=« oo, 

O und G^ — 2jH* das Vorzeichen, so daß man f&r j'j > — auf den Fall 
G^^ 2'jH^j a)>i zurückkommt. Um kein Mißverständnis entstehen zu 



1) Man vgl Math. Awnalen Bd. 34, S. 525 ff. 

2) Die Exponenten bilden die Reihe der sogen. Pentagonalzahlen Yn(3n:t0* 



Vn. Znr AuflÖBung der Ikosaedergleichong. 199 

lassen, mag hier noch ausdrücklich hervorgehoben werden, daß wenn man 

die für G^>'2'jH^ geltenden Formeln auf den Fall einer negoHven Dis- 
kriminante ^ anwenden will, man imaginäre Werte Yon q zu Hülfe 
nehmen muß. 

86. 

Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, an einem einfachen numerischen 
Beispiel die bequeme Anwendbarkeit der entwickelten Formeln zu prüfen. 
Wir wählen hierzu die Parameterwerte 

(0- = und ©• = H , 

1 99 » loi ' 

welche beide dem Falle 6r'< zyH^ angehören, um die Wurzel der Iko- 
saedergleichung mittelst elliptischer Modulfunktionen zu berechnen, hat 
man von einer den gegebenen Werten von df entsprechenden kubischen 
Resolvente auszugehen. Eine solche ist 

4A'' = ±3^'-l-io, ^1 = 1.54043, A^ = 1.17429, 

■wobei ich bemerke, daß för ^k^ = GX-\- H : 

«u setzen ist. Die zugehörigen Werte des Modnlarguments ergeben 

lg «1 = 7.430528, lg «, = 7.825712. 

Damit folgt weiter: 

lg «1 = 9.487277», ^ lg «2 =9.568059»!, 

lg Vi = 0.479 555 , lg y« = 0.094648 , 

lg «?!= 0.368 150» , Ig^M^g = 0.321 780 n . 

Die beiden gefundenen Werte erfüllen die Ikosaedergleichung in der Form 

5» + y = 10-12 -f/^y', 



w 



* = 5-3>^S^(2m;h-'5) . 



Will man schließlich noch den Wert des Faktors q bestimmen, so 
kann man sich der Formeln bedienen: 
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imd dabei etwa ausgehea von den Reihenentwiekelungeii für die Wnnela 
s' reep. s: 



st 



^^?'-g'+g *-g'-g"- 



oder 



af - '-^Jj— * ^» _UJ U 

= ^(-') g' 



Auch kann man bemerken^ daß weon durch eine lineare Transforma- 
tion (erster Ordnung) der elliptischen Funktionen das Modulargument q 
in q' verwandelt wird, die SQgen. absolute JpTariftnte des elliptiBclien 
Differentials 

durch diese Transformation ungeandert bleibt. Mithin mufi eme Huy 
saederwurzel 8{q) iurdh den Übergang tob q 9U q' in eine beliebige 

andere 

s'-^siq) 

verwandelt werden. Von den allgemeinen Eigenschaften der Jinearm 
TransformaHon der T^^^W^^nkHontfn und etliftiiQhen Moäp/funktianen*' aber 
handelt das nächstfolgende Kapitel YUI; im einfachsten Falle geht be- 

M M' 

kanntlich q = e ^' über in q^e ^ . 



i) unter Yernachlässigong von $ '^ kann mfui daf&r schreiben : 
und wenn man für ^ < o ^ mit iq^ yeitaoBcht, also q^^ yernachlässigt: 
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Yin. Zn linearen Transformatlen dw Thetaftinktionen und 

ellipttechen Modnlftinktionen, 

87. 

Die bekannte Transformationsgleichung 

lM*i / 

6 >">! (14, ff) -Cyj^l (!*',?') 

setzt YorauB, da6 iQr 

gr«e~*=6^**, ff'= c"*'= c*'**, alffo hi=^\)n usw. 

die Exponenten ^ und ^' (init positivem imaginarim Teile) durch lineare 
Oleichungeji von der Form 

nebst 

verbunden sind, wo die ganzen positiven oder negativen Zahlen TclTc'V 
der Bedingung genügen 

Das Argument der Amplitude ist durch die Gleichung nu^pu, d. h. 

M = (ife + i^)tt' oder «'=(?'- ZV)u 
g^eben, während 

geschrieben und y ^ stets mit positivem realen Teile zu verstehen ist. 

Für kV'-'W^n (wo klk'V ohne gemeinschafthchen Teiler sein 
soUen) bezeichnet man die entsprechende Transformation der elliptischen 
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Funktionen als von der n-ten Ordnung; für kV < W würde der absolaie 
Wert des Modolargaments q oder mod $ == { ^ | > i werden. Im Folgenden 
werden wir uns auf die lineare Transformation der ersten Ordnung be- 
schränken. 

Der besondere Fall q = q' tritt für diejenigen Werte von ^ =^ ^' ein, 
welche der Bedingung der sogen, komplexen Multiplikation unterworfen 
sind, d. h. der quadratischen Gleichung ^) 

genügen^ folglich 



q^e , 

wobei die doppeldeutigen Quadratwurzeln mit dem Vorzeichen yon l su 
nehmen sind, damit l^j die Einheit nicht erreiche. Auch darf k-^V nur 
die Werte o, ±1, annehmen. Beispielsweise ergeben sich für 

die Substitutionen 

r=± 2 , f) = ±i , « = «'=-! • 

Die Gleichung 

^^-A^ oder *==? = !, *'=-4, ^=-3 
aber liefert 

während für i = o , wegen Jfe = T = ± i : 

wird. 

Dagegen erhält man q'^ — q für 



i) In meiner Abhandlung tider das Legendre-Jaeohi' sehe Symbol II, S. 69 
ist 1^' — tf^ + r»o geschrieben. 



YIII. Zur linearen Transformation der Thetafonktionen. 203 



88. 

Da &! kV — Ih' = i die Produkte JcV und Ik' nicht gleichzeitig 
gerade oder ungerade sein können, so wird man sechs Fälle zu unter^ 
scheiden haben, je nachdem 

i) Mg) Hu) h\u) V{u) , 2) k{g) l{u) k'{u) V{g) , 

3) Mu) Hg) k\u) V{u) , 4) Jc(u) Hg) k\g) V{u) , 

5) k(u) Hu) k'ig) V{u), 6) k(u) Hu) k'(u) V{g). 

Auch ist leicht einzusehen, da eine Yertauschung von ^ und I)' oder von 
q und q hervorgeht, wenn man A, Z, k'j V durch T, — Z, —k* und k er- 
setzt, daB dabei die Fälle i) und 6) ineinander übergehen. 

Wir bemerken noch, daß eine gleichzeitige Umkehr der Vorzeichen 
der Zahlen kl . . . gestattet ist, ohne dafi der Wert von q oder der 

Exponentialgroße e ^ sich ändert. Da aber ti' mit p den entgegen- 
gesetzten Wert annimmt, so muß der Faktor c1/— in der Transformations- 
gleichung die nämliche Änderung erfahren. Übrigens kann man durch 

den Yorzeichenwechsel immer erzielen, daß ein bestimmter Zahler oder 

k 
Nenner der Symbole (y) ein gegebenes Vorzeichen erhält. 

Aus der Gleichung kV — lk'=i gehen, wenigstens insoweit die vor- 
kommenden Nenner positive ungerade Zahlen bedeuten, die Relationen 
hervor: 

^-56) (|) = (^), 3456) (!) = (- ir«'(*'), 

^^36) (^) = (!;), 13 45) (f ) = (- o'^Vr-) ' 

^5) (-r) = (-o''^''"^(*:), 36) (|) = (-i)*-^' -^(J), 

56) (*^) = (-i)*"^''^(4), :3) (F) = (-')'"^"'*\f')- 

Bei den einzelnen Gleichungen ist bemerkt, für welche Fälle sie Gültigkeit 
haben; wenn in diesen Ausdrücken ein Nenner k oder l , , . sein Vor- 
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zeichen umkehrt, so hat man einfach in den zugehörigen Exponenten 
und , oder und • • • 

2 2 ' 2 2 

miteinander m y^rtausohen. 



89. 
Schreibt man 

80 nimmt die Transformationsgleichung die Form an: 

k'tfli . 1 , I« v| ^ , 1 tt' 1 



e '** 



•^(_ 0-«^"^«^^»^ =^]/^2'(- o"/"*'"^' • 



p 

Um d^d Faktor durch eine aohte Einheitawurael auszudrOcken, 
lassen wir p unbegrenat abnehmen^), und setzen 

p^6xij U=^U6i^ 
mithin 

WO Z und 6 mit gleichen Vorzeichen zu nehmen sind. Während 6 und q 
mit 1? sur Null konvergieren, nähert aich modj immer mehr der Einheit 
Führt man zugleich de^ Wert 

M= — , , also w = -,- . 

2P 2l0% 

ein, so geht die Transformationsgleichung über in 
Die rechte Seite liefert sogleich: 



« 



^ 



I) Zwr Theorie des Legendre-JacoWachen Symböh (— ), Art 22, S. 403. 
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und da für tf = o offenbai* ^» i wird, 

n 

n i'ni 

folglich 



> 



x'ni 
c 



limtfi^i(^-y, q)= .-€ ' • 



Auf der linken Seite wollen wir in der Summe 

M =» {/t + A setzen, und il ein Kestensystem modulo l, (i und n alle 
Zahlen zwischen ± oo durchlaufen lassen. Dann wird 



*i(7i'«)=T ?(-!)« 



^^> 



«i + lx« 






Schreibt man ferner 



ic=v, »'=a+-i)i/y, 



und bedenkt, daB wegen JcV—lk'^i k und l nicht gleichzeitig gerade 
sein können, also (~ i)(*+i)('+i)=+ i sein muß, so wird wegen 

lim^le =/^ dx^iy 

lim yZ(y^e = I , 

und damit 



Um |/tf»>i(T,, 3) = T Vt S (- I)'« 

oder für 

2Äj = (Ä- i)(Z- I) : 

c=|/-f c *' S(-i) « ' 



; 
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Die Snmme g läßt sich noch vereinfachen nnd ergibt wegen 

kx -(Ji«-2t,ri)*— h^^-.f* kx _(i_*,r)'**' 

S(- I) e ^ ^e ' S(-i) e ' = 

ik + k')k,i' -.*-*'-^' kX -2'^^* 

= (-!) e ' S(-i) e ' . 

Da femer 

so folgt 



90. 

Nan liefert die Theorie der Gauß'schen Summen^)^ wenn zur Ab 
kürzung cd = e ^ geschrieben wird, den Wert der Summe 

S(-i) e ' =co (f)i/fi 
fELr positive ungerade l und beliebige ky dagegen 



i 



-kl + k-l f l 



S = a,-*'-^*-^(|)l//,- 

X '^ 

fär positive ungerade Werte von k und beliebige l. Die Werte der Qua- 
dratwurzeln sind stets mit positivem reellen Teile zu verstehen, während 
das Vorzeichen von i beliebig umgekehrt werden darf, wodurch lo in m" ^ 
übergeht. 

Hiemach erhalt man f[Lr ungerade Werte von l oder Z(u): 

Cj = (- 1) m ( j-jj , 

lind filr ungerade Werte von Ä* oder i(u): 

/. _ ,' .>i^'rV)k^v \k^\^{}-%)v^•^,k-%)k'^•k{l-\)^•\ ^ l n 

Hier bezeichnet ± Z, resp. ± k, den absoluten Wert des ungeraden Nenners^ 
ij ist zur Abkürzung für — (Ä — i) (I — i) geschrieben, und wenn k und { 

I) Man vgl. z. B. Lebesgue, LiouvüWs Journal 1847, S. 497 und 1850, S. 215, 
Hermite, das. 1858, S. 29, oder Das Legendre-Jacobi'sche Symbol I, Art. 18. 
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beide negativ sind^ so ist dem Werte Yon c, der Faktor £ = — i hinzu- 
zufQgen. Das Gleiche gilt yon der Formel des Reziprozitatsgesetzes 

während in der Gleichung 

die Einheit e das Vorzeichen von k ansdrQcki Für einen verschwin- 
denden Zähler hat man (-r) ^ ^ zu setzen. 

Um zu bequemeren Ausdrücken zu gelangen ^ untersuchen wir zu- 
nächst die in den angeführten sechs Fällen eintretenden Vereinfachungen. 
Man findet nach geeigneter Reduktion für i) und 2) oder Mg): 

/ ,v(*+»')*,i' (*-i)M/-2)r-i-(*-2)*' »t'-ir-2*' 
^ — I; (O ^ CD f 

dag^en wird in den Fällen 3) bis 6), so oft k ungerade: 

Ak+k')k,r (*-i)«(«-2)r+(*-«)*' ti -kk' 

(-1) (D = (- 1) * CJ • 

Damit folgt einerseits für k(g)y l{ü): 



c^= iO 



iJf-jj'-Sr+J /* 



(*)=„-'<*-''-»)(*), 



weil jetzt {k — 2) (2 + k') -^ o mod 8. Andererseits ergibt sich für k{u) 

Sind Ä; und l gleichzeitig ungerade^ so erhält man daraus durch Ver- 
mittelung des Reziprozitätssatzes 

weil für t(M), l{u) : *(? + *') ^ ii' mod 8. 

Man erkennt aus dem Vorstehenden, daß die beiden Werte 

^^® (y) ™^ C8 = (d' '«(y) 

für ungerade Werte ihrer Nenner allgemeine Gültigkeit besitzen. Für u = o 
wird 
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und damit 

Es handelt sich noch um den Übei^ang von «^^ zu den koordinierten 
Thetafonktionen. Dies geschieht durch Änderung von u um —x und -jti 
mittelst der bekannten Relationen : 

7' 11%* 

^1 (** + ~^f i) ^ ^i (^f i) neben ^^ (u' + -^—x, q) , 

^i(t« + - -Ä,})«*^"! 6"" ^(w,(?) neben ^i(w' + -^-t — x,q), 
und 

neben 

wo für fi = w + wl^' und ungerade Werte von m und n: 



8fi .— - - — «1« r 



während för m(5f), w(m) 
und für m(u) , n{g) 



m~ 1 n* 



2 

ZU substituieren bleiben. 



91. 

Obgleich seit dem Begründer der Theorie (Jacobi in seinen Königs- 
berger Vorlesungen, vgl. CreUe's Journal^ Bd. 36, S. iii) zahlreiche Autoren 
die auf die lineare Transformation bezüglichen Ausdrücke behandelt 
haben ^), so lassen wir doch zur bequemeren Vergleichung eine über- 



i) Wir zitieren hier nur Her mite (Liouviüe's Journal 1858, Bd. 23, S. 26;, 
H. Smith (Math. Papers ed, Glaiaher, Vol. I, Nr. 10, 1865 und Vol. II, Nr. 43). 
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sichtliche ZoBammenstellung der yerschiedeneii ia Betracht kommenden 
Falle folgen. 

Schreibt man zur Abkflmqg: 

yi^ ® (y); (^i'-^ßiVij 






flo findet man in den angeführten Fällen i) bis 6) nach Ausführung der 
erforderlichen Reduktionen: 



i) Mg) l{u) h'iu) V{u): 

luU , — li«»< 



e» »iu,q)~ a^Yj *,(«V q') , e' »^(u, q)^c,y^ »^{u', q') , 



e ' *,(«, q) - /Ji]/|-*,(uV q'), e' *,(u, q) - yj)/* *(u', q') . 



2) h{g) l{u) h'{v) l'(g): 






3) Ä(w) JCS') *'(w) l\^)\ 

n 









iM'i y- <K«< , 



Eönigsberger (Die Transfarmatian der elliptischen Funktionen i868, 4. Abschn.), 
Thomae (The^e der kompleaem Fttnktionen 1870, Art. 11), Dedekind (in den Er- 
läuterungen 0u Bienumn's Werken^ 1876, S. 438), Kronecker {Berliner Monatsberichte 
vom 29. Jnli und 28. Oktober 1880), Hnrwitz {Theorie der elliptischen Modulfunk- 
tionen, MaUh. Änntüen 1881, Bd. 18, S. 528), H. Weber {Acta maihem. 1885, Bd. , 
8. 340) und Molien [Tomsk] {Leipziger Beridiie 1885, S. 25). 

14 
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4) Mu) Kg) Je' ig) V(u): 

n 



e ' *(u, q) - y,"|/|- *(«', j') , e " *i(«, q) = <i]/|-*,(u', q') , 



e ' *,(u, q) - «,|/|- «•,(«', 3') , « " «-.(u, 2) = Ä"|/|fl-,(u', 5') 



5) Ä(«) l{u) k'(g) l'(u): 



e i» * («, g) - y„}/| d(u', q') , e' »^{u, q) = c,,]/^ #i(«', 3') , 



lM*< .- lU^i 



e P »,{u, q) = ft,]/|-^3(w', 2') , c i» ^3(u, j) « aj,]/^d,(u', g') 



6) k(u) l(u) k\u) l\g): 



e ' #(», 2) - y„y^ *,(«', q'), eP »^{u, q) = c^j/ ^ *, («', q') , 



c"^ ^,(w, g) = ßi^Yj ^(w'; «') , e'^ #,(u, g) = «ijj/ J ^,(«', ?') • 

Man kann bemerken, daß die Falle i); 3) und 5) einerseits, und 
2), 4) und 6) andererseits, einfach durch Yertauschung von ^(u, q') und 
^3(u', q') auseinander hervorgehen, während die Doppel werte in den f^en 
5) und 6) durch den Reziproziiätssatz miteinander verbunden sind. Die 
erhaltenen Formeln sind schließlich ein£EMiher, als zu erwarten stand, und 
lassen sich, wenn man wiU, ohne Schwierigkeit umformen, indem man, 

wie bereits gezeigt, die eingehenden Symbole (y)(T') durch andere mit 

imgeraden Nennern ersetzt. Zugleich erhält man fQr u = o, in den ver- 
schiedenen Fällen, analytische Ausdrücke für den Wert des zahlen* 
theoretischen Symbols: 

') (-j)=i/!""'-"»*f.-)/|«'"-":f-vi»-t,'- 
3) '(i)-v^»-""-'^j-i/f »"■"-'ft'.-vi»'-'i? ' 



Vm, Zur lineuen Transformatioii der Thetafiiiiktionen. 
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4) e(i 



k 



5) (7 

*(4 



6) (7 



^(4 



= l/^„-'*9,=-|/Ia,'(*-»)M=l/i„,'(''-i)M 



92. 

Für u = w'=o ei^ben sich die entsprechenden Relationen für die 
lineare Tronrformation der Modu^unktionen. Neben den Werten 



(* + l\)) y(k + lfi)»[(q) = Ca»[{q') , 
e = Ci fOr litt), c^Cf fQr h{tt), exhSlt mtaa. zunächst in den F&Ilen 

0» 3), 5): 

3) 5) 

yjc + lii » (2) = «!»,(«') -l't^tiq') = yu *(j') , 



y*+I| »,(q) - /Si*,(2') = «««•,(?') = A, «■»(«') , 



y*+^ «'8(2) - yi*(«') - A*(«') = <^»»»iq) , 

und wenn man d^(q') und ^1(9') miteinander rertauscht, so ergeben sich 
die I^e 2), 4), 6). Diese Ausdrücke stehen im Einklänge mit der be* 
kannten GFleichung 

»; = »«•,♦,. 

Durch Differentiation nach h = lg— folgt weiter : 



dh 



lg*i 



/4 



da allgemein 



^ _ <K' 4K; IK' 



^>, 9) = 4 oT ^,(t*, 9) . 



a^ 



14' 
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Sin paar Bemerkungen mSgta hier noek Platt findm. Während 
einersMtB u «nd »' gleichzeitig Tersehwinden, sind andererseit» f&r 

so daß die GHeiehong 

als ' di^ Transformation einer Modolfonktion erscheint. Entsprechende 
Oleichongen ergeben sich natürlich for die koordinierten Thetafdnktionen, 
also im Falle 5): 



q%{r^y q)=-ß]/^q'»s(r'^y q)> 



P 
und analog in den übrigen Fällen. 
Schreibt man beispielshalber 



so folgt 


t = i = r.,, 


i'^o, 


r» = ^«, r'» = ^'», 


f--H^, 


;--v, 



« = />= 1 , e= y = m 



mithin 
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oder 



yT+^£(r- i)"8"'= (o2:(- i)"3'"*, 

yTT^£{- i)"f("-'¥)-t.x(-i)V^"''^^', 

Fürg=*ß wirdg^'^ie *, ^='i, ^'=»— j^ = -^, usw. 
Sei femer l resp. i = o med f«^ fio kann man 

'^^ ib + 1^^ TTTT 

sohreibeny und daraus scUiefien^ daß g^ in g> Übergibt, wenn man (iJ^ 
statt /(' und — statt Z in die lineare Substitution einführt, wobei der 
Wert von JcV — Zi' unverändert bleibt Analog wird für k' resp. l' = o mod f& : 



fr- 



A< 



d. b. ersetzt man A;' durch — und l durch ft{^ so entsprechen sich qf* 

fr 

und g'^. Man kann also die Transformation ein^ ModulAinktion q>{qf^) 

resp. 9^(2^) aus der Transformation von q>{q) ableiten^ wenn man l resp. V 
durch einen Teiler ^ dividiert und beziehungHi^eise multipliziert^ so dafi p 
und das Produkt IJc sich nicht ändern. So wird z. B. für 



dagegen für k' *» f^i^ : 



<' = (-^)«-/''(*+o+«i"'^ c^' - »;(^l)«»(/*'-*i')-»(*-i) 



e ' 
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und entsprechend fflr die übrigen Thetafdnktionen. Sind aber k oder V 



/i« 



durch fi teilbar, so kann man in ahnlicher Weise von qf^ za q' ^ oder 

umgekehrt Ton q zu q'f^ übergehen, wahrend p durch — , oder durch 
fip ZU ersetzen ist. 



93. 

Für die komplementären Modulii x und x' des elliptischen Differen- 
tials und die zugehörigen sogenannten ganzen Integrale K und K' er- 
geben sich yermöge der Relationen 



« = 



»\ 



X = 



2K 



die Transformationsgleichungen : 



I) ,(g)=«,-"'-±^ = (-i)»-J^^, 



= »|, Kfi^K'i, 



2) 

3) 

4) 
5) 

6) 
ferner: 



* + *' 

-i)*x(?'), 






«(3') ' 



' i «(9') ' 



i+r 



*'(«) = 



(D 



-»«^ «(8') _ -j- . j^ 



r 



-i)*x(«'), 



^ «'(2')' 






-D» 



«(«') ' 



}i 



1-1 



«-1 



I) 2) (k+l%)K(q)~a> x'(ä')2E-(2')=(-i) * ix'{q')K{q')^{-i) « »Z"(a') , 
3) 4) = o" *^*"*'x'(«')Ä'(j') = (- i)^x'(q')K{q') - (- i)"*"j:(«') , 



5)6) 



5) 



m »{q')K(.q') = a> *{q')K{q') , 



t-i 



t-ft'-i 



= (-i) » x(«')Ä'(2')-(-0 * x(2')^(4'), 



(+r-i 



i'-l 



6) 



= (-i) « »x(?')Z-(g') = (-i) » \x{q')K{q'), 
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Wenn endlich 

gesdirieben wird, so erhalt man wegen 

K(q) = * K' iq) , K{q') ^jK'iq) , 

*+i5 x'{q) = ^ K'iq') , oder *--p K'{q) - nq')K'{q') . 

Da f£lr gleichzeitig yerschwindende Werte von u und 9 dem Diffe- 
rential 



du=^ 



Ym* COB* 9 + n* sin* 9 



wo M das Gauß'sche Mittel ans m und n bezeichnet, die Gleichungen 
entsprechen: 

^, ♦. u -sc: Xu 
» <fr,u x: Zu 

. ^ d^u X; Xu 

^^"»^ »u ""X'Xju' 

SO ist es auch nicht schwer, * durch die lineare Transformation Uy q, ^ 
in u\ q', q>' zu yerwandehi. Man erhalt dadurch die Gleichungen: 

1) sin9 = (-i)« jV(g')tg9)', <50«V = ^, ^9^ = ^' 

— I ^ ' 

2) sin9) = (-i)« itgy', ^sV = i^-, ^9) = ^y 

/ sin 9 cos 9 . I 



4) sin9 = (— I)* sin 97% cos 9) =» cos 9?', ^fp^^^>\ 

5) 8in9> = (-i) * x(j') sin9?'=(-i) • x(g')sin9>', 

i+r-i . , y-i 

6) 8m9) = (-i) « »xC« ) ^^ - (- * -• *(a ) -;^ J- , 



I ^ coaqp 
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94. 
Führt man jetzt die zweiten logarithmischen DüSerentialquotienten 
der Thetafiinktionen 

als koordinierte doppelt- periodische Funktionen (mit den Perioden x 
und hi) ein, so genügen diese (Jfaft. AnnaleHy Bd. 34, 8. 502/6) den 
Differentialformeln 

oder für 

mit den Inyarianten g^ g^ des elliptischen Differentials du. Damit er- 
geben sich die einfach periodischen Integrale zweiter Gattung: 

also 

^w "" J ~M~ " " J "TT ' 55^ " J HhT ' 

^ £1' 

^Ju _ /^T] dri ^'^u __ Pn^'n rndtj 

Zugleich hat man 



.8 7 



ffiu + nWfV 
wenn 



i) Dieser Aiudmck rührt von Eisenstein her, der in Oreüe'B Joumcd Bd. 35, 
S. 225 (3, «) = ii3j(a;) und (2, a?) — (2*, o) = p(a;) ent¥rickelt. Siehe auch Hermite 
in CreUe'n Journal Bd. 52, S. 8. 
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gesduritbeDi^ und die Samniitimi auf «IIa pomtivan uad negstifwi fpaiiEeii 
. Zahlen k und l ausgedehnt wird. Die Etafwnktionen entsprechen übrigenB 
auch folgenden Reihenentwicklungen , deren resp. Eonyergenzgebiete sich 
bis zu der dem Nullpunkte zunächst liegenden Wurzel der Gleichung 
^^u = o erstrecken : 



Die lineare Transfonnation ergibt sogleich im Falle i): 

V («) - (y)\; («') , 1?; («) = (f )%; («') , % («) = (f )%' («') , 

und analog in den übrigen FUlen^ während die Funktion 

in aUen Fällen eine Invariante liefert beim Übergang zu u'q' , 
Setzt man u = Oy so gehen die Oieichungen herror: 

Ton denen die letzte in allen 6 Fällen gilt. Für die elliptischen Inyarianten 
g^ und g^ aber folgt ebenso 

mithin auch 



^(2) = i^J-2 7»,»-(5)"^(ä')- 
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Hieraus erkennt man^ dafi die sogen, absohäe Invariante des eUiptischen 
Differentials 

durch die lineare Transformation ungeändert bleibt. 



95. 

Es ist yielleicht nicht ohne Interesse^ auch die vier koordinierten 
Zeiafurüctionen 

welche in stetskonvergierende Reihen von der Form 

mit fehlendem zweiten Gliede entwickelt werden können, in Bezug auf 
ihr Verhalten zur linearen Transformation zu untersuchen. Eine leichte 
Rechnung zeigt, daß ftir unseren Fall i) die einfachen Gleichungen gelten.: 

und die Funktion 

darf in allen Fallen als invariante Zekfunktion bezeichnet werden.^) Be- 
kanntlich kann man die Funktionen ( durch das Weierstraß'sche Doppel- 
produkt definieren: 



AI . 



WO k und l alle positiven und negativen Zahlen durchlaufen sollen, und 
nur für w^^k-hlf) der Wert w?i = o auszuschließen ist. Weierstraß 
schreibt 



tf«»«]7(i-^)e 



» 1 ,«»■ 



kl 

filr 



w =^ 2km •\- 2lio' oder ^ = -j w^ 2&w^^ 



i) Im Falle 4) werden fu, ^w und i^u invariant, dagegen bleibt iu auch iia 
Falle 5), £,tt im Falle 3) und ^« im Falle 2) unge&ndert. 
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In entsprechender Weise sollen noch die vier Eiepert'schen Funk- 
tionen 

transformiert werden, wo für 

erhalten wird. Wir definieren diesen Faktor durch 



00 .... 1 ... t^ 



tx =/7(» -«*') =-5^(- I) 9 oder q» jji =^(- 3 ' • 

Hierdurch gehen nach Bd« 102 des OreUe' sehen JtmmalSy S. 257 die Aus- 
drücke hervor: 

und für w = o 

Man erkennt/ daß die durch den Übergang yon gr = e^*» zu q'^e^'"* 
yermittelten Transformationen der beiden Thetafunktionen jetzt nicht mehr 
Ton der ersten, sondern von der dritten Ordnung werden, da q durch q^ 

resp. j* ersetzt worden ist, imd die Ausdrücke ^7. 7^ ^^P- jl . t^ 

einer Verdreifachung von l und T, resp. von k und k' entsprechen. Da 
femer 

K (9) - 2 «^ 2» = c ( J)"^ *;(«') = e ( J)"« 22'^ X« («') , 
80 folgt durch Ausziehung der dritten Wurzel: 

WO im Werte von C eine dritte Einheitswurzel als Faktor zu bestimmen 
bleibt. 

96. 

Vermöge der Definitionsgleichung für Xj(u) erhält man zu« 
nächst für 

^i(w, q) =^(- O'g"^'"'^'^ cos (6»+ i)w , 
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oder 

g"Xi(ti,g')=^(-i) q « co8(6n4-i)tt, 

/ — »^M^^ 1 1 

Die übrigen Funktionen Xj{u) werden gleich den entsprechenden Theta- 
fonktionen durch die lineare Transformation in den Fällen i) bis 6) 
gegenaeitig ineinander übergeführt So erhUt man in den Fatten i), 3) 
und 5) für 

X(tt)=^(-i)*2^"^'^^^*"''«^^'8in(6n + 2)H, 
oder 

9«X(M)-^(--i)"5 ^""^»^ iin(6n+2)»: 

= C-fD oder o) 3"X(tt,ä); 

für 

X^iu) =^j*<*"+*> sin (6n+ i)ti , 
oder 

. q^^X^(u)^^q ^""^«^ sin(6»+i)u: 
j/f e~P~qi^X,(u, q) = Ca)"'^'"'^^'^"» Z^Cti', q') , 

«C-io oder co ? -fl^8(t*;?)T 

endlich für 

X,(i*)=^(?^"''^^^'""^^in(6n+2)w, 
^er 

g'"X3(w)=^? ^""^»Sin(6ie + 2)f«: 
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- 8i««t' 1 ....... 1 



y^e P q^^X,{u,q)^Cio ''*""' V"X(u',«'), 



= C-oi oder o j " A,(u ,g ) . 

Die Fälle 2)^ 4), 6) ergeben sich durch Yertanschung Yon X{Uy q') und 
X^{u,q). 

Da die FnjaiktiouexL X^ X,, ^ ^ u^o verschwindexi) so nnteiv 
suchen wir noch ihre Differ^tialqiuotlenten^ welche für x), 3), s) ^uid 
tt =»0 liefern: 






]/|- gi'» X'(o, 3) = (7<D"'^*"*'a''» Xi(q, j') , 



^ -**'-a(t-i) -4 ^, 
= G-ü oder m g^^ACo, g); 



, — 1 



|-}/f j« x;(o, 2) • ct."'^'"'^ g'^^- x;(a, j') , 



= (701 «"^«(O;«)? 



2" 

1 



"U''-2) t(l-*'>-2(*-l) , 

= 6 • CD oder cd g " -X.,(o, q ) ; 



f ]/f g^'« X3(o, q) = CcD-'^*^''-*^'i'« X'(o, 3') , 



= (7(0 i^^X{o,q), 

= C'(o oder o 2 -Xj(o, g). 

Durch Yertauschung von X'Cg') und XjCg') erhalt man die Fälle 2), 
4); ^)f während die GQeichungen gelten: 

oder 

auch findet man leicht für abnehmende Werte tou p und q': 

1 

lim Xi (g') = X;(g') - i und lim X'(g') = X^Cg') = 2 g' ^ . 
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97 



ni 



Schreibt man ^ = e^ , so nimmt nach dem Früheren der Faktor 
C == Y^ die Werte an : 

für Uu) Gl « ^ Ol » ( j) , 

für k(u) Cj = ^ ©» • ^(r)- 

Die Bestimmung der Exponenten m und m' ist namentlich von Hermite, 
Dedekind, Weber mid Molien geleistet worden^ und zwar hat man 
dabei die Fälle zu unterscheiden^ in denen l{u) oder Jc{u) durch 3 teilbar 
sind. Man erhält für 

l:^±i resp. A — ±fmod6, w = o resp. i»'=o, 

während für 

Z- 3 modo, m = ÄjA;', 

und für 

Ä _ 3 , m'= zr 

zu setzen ist. 

Auch kann man die betrachteten Fälle zusammenziehen^ wenn man 

m^kk'{i — l^) resp. fn'^lV{i — k^) 

im ^--kkf{l\^l) im' l»'(i.-l) 

^ =(0* und ^ =©' 



oder 



schreibt, wo P — i resp. Ä;* — i durch 8 teilbar werden. 

Wenn k und l gleichzeitig ungerade sind, so können die eingehenden 
Potenzen von ^ und <o in den beiden Werten von C nur durch den 
Faktor aj<*"*>('^^) des Reziprozitätssatzes unterschieden sein. In der Tat 
wird in den Fällen 5) und 6), wie leicht direkt zu yerifizieren: 

(* - I) (f " I) = -^ Ä; (Z - *') - 1 + I + 

+ - ll'(k* -i) + -^Hk + l')-l--^ kk'd* - I) . 

i O <) 

Wir versuchen C durch Anwendung der nämlichen Methode zu be 
rechnen, wie den Faktor c in der Transformationsgleichung der Theta- 
funktionen. Schreibt man wiederum 



f 



na kni _ *_ + ^'^^ 



q=^e * ' , q -^e 



f 
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wo l und 6 mit gleichen Voirzeiclien zu nehmen sind^ so sollen in der 

Gleichung 

1 * 1 

tf und q' mit p zur Null konvei^eren. Da hierbei Xi(9') ^^^^h der Ein- 

heit nähert^ so wird 

1 1 • 

a = ^" 



98. 

Zur Ableitung dieses Grenzwertes gehen wir zunächst aus yon der 
allgemeinen Gleichung f&r die Funktion X^iu^q): 

welche ffir 

u = 7^ , also u = -^-,— . 
ergibt : 

Nun folgt aber aus 

^i(t*, q) -=^(- O^iZ^^^'^^'^cos (6n + Du , 

= -^^(-1) 8m(2» + i)yg» (5 , 

= -p>^(-i) Bui(2» + i) — g* coB(2n + i)tt: 

K3 3 

q^ X, (f,, 2) - J-C- D-q'^'^^^^cos (n + |)| , . 

K3 3 
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Für abAekmaade Werte von c md q' evgibi sieh Uieht ang beiden 
Ausdrücken 

lim «-•*«' j'Sx,(|^,g')-i-«W, 

wälirend für n = 2^ + it^ wo A ein Bestenejstem modulo 7, jxai [i nebst n 
alle Zahlen zwischen ± oo durchlaufen: 

limy^j» X, (^, ?) = S (- I) ie" "' ^ «' cos (i + 1)^ , 

wird, weil (- i)'*^*-^)^'-^^ « i igt 

Dagegen geht aus dem zweiten Ausdruck, wenn Hian n = 3{fi + il setzt, 
der Ghrenzwert hervor: 



mod8{ 



t/r<,. Ix» 






Schreibt man hier 






3 M 



3?ff = |«, U + -|-)7-=-v resp. (Z + i.)l-v, 



80 erhält man 






und damit: 



Z-]/^, resp. =J"[/4, 






rr ''''' mod»/ 3 _***/'3^*^* 



= y]/|e "' "S (-1)^""*' ^'^^^ 28in(2X+l)|cOs(X + i-)^^. 

Die Gleichheit beider Werte laßt sich ohne Mühe direkt yenfizieren. Die 
Theorie der Q au ß' sehen Summen gestattet alsdann die weitere Redaktion 
der abgeleiteten Ausdrücke, deren Resultat bereits im Art. lo angeführt 
worden ist. 
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99- 

Schon Eronecker hat in den Berliner Monatsherickten von 1880 
(S. 686 und '854) hervorgehoben^ daß die von Canchy herrührende 
Methode der resfiproien Funktionen {Butt. soc. phihm. 1817, S. 121 und 
Liauvitte's Journal 1840^ S. 154) zur Ableitung der bei der linearen Trans- 
formation der Thetafnnktionen auftretenden Grenzwerte besonders ge- 
eignet sei. 

Gauchy und Poisson haben zuerst auf die Reziprozität der Glei- 
chungen 



00 



fx^~L^ Cwte'^^dt und q>t = -^ Cfxe-'^^^dx 

— Vi — GO 

aufmerksam gemacht, welche für xt=^2^ zu den Summenausdrüeken 
führen: 



—00 



nnd 

wenn man in der Formel 

n» ^ sin {m -{- —) xt 



2f{nx)^^q>t^ri^ 



dt 
xt 



m über alle Grenzen wachsen läßt. Die Anwendbarkeit auf die Trans- 
formation der elliptischen Funktionen ist von sehr allgemeinem Charakter. 

Schreibt man 
wo r und -^ positive reelle Teile haben sollen, so erhält man: 

Vergleicht man damit den Ausdruck 

/ \ X7/ ,\« n(3n + l) -- (<? + *<) 



i) Vgl. z. B. meine Gratalationsschriffc über wnendUche Reihen Art. 40, 1860. 

16 
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und setzt n='lu -\- 1, wo A ein Restensystem mod Z durchlaufen soll, so 
wird 

Die Transformation von ^ liefert für 

/« 






n 



^'Viü^" 



und damit 

Läßt man hier 6 unendlich abnehmen^ so folgt wegen Z<f > o, unter 
Berücksichtigung der beiden Werte ft = o und ^ = — i : 

lim)/^c^;C,(g)=]/^ S (- 1)%"'^''^'^"^ 2cosa+ |) ^, 
oder 

C=^jje 1«' S(-I)e ' 2C08(A+y)y, 

in völliger Übereinstimmung mit dem Resultate des vorigen Artikels. 
Die nämliche Methode fOhrt zur Transformation der fOr die Produkte 
X,%%jXi, resp. die Funktionen ;i;^ und 9 des Art. 104 geltenden Ausdrücke. 



100. 
Die numerische Berechnung der vier Produkte 
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aus dem elliptischen Differential 

j Mdw n , n' 

du = -_-- ---zz—^:^- — =.- y - = X , — = X , 

kann nach bekannter Beziehung (S. 99) durch die Formehi geschehen: 



8 



8 



8 






Wir lassen hier einige Relationen folgen ^ denen die Funktionen %| 

genügen.^) Zunächst hat man 

1^ 1 

Xt - -^(-g«) , Zs = Z(- «) , I = ZZfZs = ZZt(?* ) - ZfZ(«*) - Z8Xi(»? * ) , 

oder 

1 £ 

z«Ä==a:j(«*), zr.8 = z(«')> zzi-Zi(»«*); 

femer wird 

i_ £ 

ZiZ = Zi(3 * ) , ZiZj -- Zi(2*) y ZiZi " Zi(*2 * ) , 

1 

1 

ZiZ» =• ZbZi (*'«*) = ^3 =^3"' ^ 

i) Vgl. die Leipziger Berichte vom 12. Dezember 1862, wo Bich x^ZtZ* ^^ Stelle 
^^^ ZXtX$ geschrieben findet. 



^28 Anhang, Abschnitt IV. 



und wenn man der Bequemlichkeit halber ^^^ 2q^ 6^ setzt : 

Z Zs 






Zs 



wofQr man auch schreiben kann: 

«*Zi=^(-i)«2 »=^(4n + i)«^ * =^"(-1) (2»i + i)3^ «' 
Weiter folgt 

3 ' x(2 »') e,(«^) =^(- 1)"«^"'' »^ 

Hiemach ergeben sich leicht die Ausdrücke 




Zi(g^)_Ty ^ _ » _ Zi(g*) _ Zi 
-^ 1/ ^"" i~z. ~ i 

^* »^ zi r ^(5*) r '»(q^~) zi(5*) Zi '9^(«') ' 



) 





6, (»4«) 



-.y v_ = _. -^ _ zi(*g*) zi_ 



Von weiteren analogen Formeln führen wir nur noch die folgenden an: 

JL 1 1 

-^(5«) _e,(iq^) _ Xriq*) _Zi(»g^) 
* ~ X 1 "~ i ' 

denen die entsprechenden Werte von x^ und Xi zur Seite treten. 
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lOI. 

In enger Beziehung stehen femer die Ton'j.cobi and Hermite ein-, 
geführten Funktionen. 

Jacobi gibt in seinen Fundamentis, S. 89^ fär die vierten Wuiizeln 
der komplemenfören Moduln x und x' die Formeln 



und fügt in seiner reicUialtig^, obscbon dem AnsM^heine nach nicht ganz 
Yollendeten Abhandlung im 37. Bande des GräUnäim Journals — denn 
S. 254 wird noch eine Fortsetzung yerhießen — j^Vher unendliche Beihen, 
deren Exponenten jsugleich in sfwei verschiedenen quadratischen Formen enir 
halten sind^y S. 76/7 7^ die Reihenentwickelungen hinzu: 



f 



1 \« ^ /- i^ 1 \« 



— X — 






^ 2;(_,)T-<-+«,T(«+i)* ^„«("+7)*' 









Hermite bezeichnet in seinen Arbeiten im 46. Bande der Ckmiptes 
rendus (1858) diese Ghrößen als Funktionen von ^ durch 

und setzt femer 



'^' ' x(^) = ^y^s* ■ 



Eine leichte Rechnung ergibt: 



i\* 1 ^ - Ä/-^i\i 
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Die Einftthrong 'von q ^^*^ an Stelle Ton g — c^** ist zuerst yon 
Hermite geleistet worden, und zwar gibt dieser in der TMorie des fonc- 
Ucns modulaires (1859) S. 4 und 15 f&r seine Funktionen g>, ip und % 
die folgenden Gleichungen: 

4) - (f )«»^*'''9'(^), = C^V)?ffl~^'*'"*''''x(|) , 

Hier ist gasehrieben 

f»! = m + ?(* + T) - «t' + ifc(2i 4- k') , 
m^hJc'ii-l'), m' = U'{i-h*), 



102. 

Es ist Ton Interesse^ die Resultate Hermite's mit den oben ent- 
wickelten Gleichungen 

«"^z-±j/t-, V^'J'%,''±\/^, «"^z,-±j/-r 

9"Xi 9'*Zi 9"Xi 
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in Beziehung zu setzen. Wir schreiben der Abkürzung halber 

_£ 1 1 _1 

Z[2] = (Z ^%y Zi[(Z] = 3"Zi; &[?]^V^2"2i; uW]-^ "Zs, 

wodurch einfacher 



tiil'±V^v «.[»1-±VS' "M-^K'rtj' 

und substituieren in diese Gleichungen die früher gefundenen Werte 
]/fzx[«] = (7z,[?'], wo C,= (4)*-*»a,-^'^*^''^-", 

nebst 

I) 2) 3) 4) 5) 6) 

Unter Berücksiclitigniig der Gleichungen 
oder 

z[«]fe[«]z.[?]-K2 und z'Cjl + Zi'Csl-zIC«], 

erhalt man bei geeigneter Bestimmong der Vorzeichen der Quadratirurzeln 
die den sechs Fallen entsprechenden Transformationsformeln: 

i) Mg) . 



2 . »m i|(*-»»') 



z[«] = (t)* "•* z«t«T' 



X,\.q] = i> et « Xtlq]' 
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8 









3) l{9)- 



1«' it(»l + t') 



r 1 /*N ,*"' -T*('+"') r '1 



;fe[3] = (4-)**'"'«''^*'"^;t[«']. 



4) i(^), *'(^), «' - x *'(* - ^') • 



«' j . Jm' 4*(«'+*') 



z[«] = (-') (r)* «»' z[«'], 









5) *' (#) . 



Z[8] = ^ ffl« z[2]-(-ir)* <»• Z[3], 



Z,[?] = ^ a • Zs[2]=<v)* ® ' Z«[«] 



Z,[?] = ^ ra« Z»[2] = ^ ® Z»[«]- 
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6) V{g). 

r 1 /2n^«"» !'<* + '') r M 1^*«' i*(2i+Jfc')- 

Zs[ä]=(T)* « ' a:[?] = * o « x[i]f 

2m l|(A-2r) 2m' -li(i+2*') 

X3[«] = * ö>® Z2[«] = * « • Zi[?T- 

Darch Erhebung zu den achten Potenzen gehen die leicht zu yeri- 
fizierenden Relationen hervor: 

2) ^»(* + '') « ^'(*-«'') == ^-'("-'') ^ 

3) ^*(»'+*') = ^-*('-*') =_ ^-*(i + 2*') ^ 

4) ^-*('-*') = ^-*(« + 2t') ^ ^*(2J + *') ^ 

5) ^-'("-O = ^'(*-»'') =- ^*(*+r) ^ 

6) ^'(*-«n = ^'(*+n =- ^~i(2i-r) ^ 



103. 

Die Gleiehvngen fOr die Funktionen g>^ ^ und % ergeben sich nun- 
mehr in folgender Form: 
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3) 9(^)=«-^"'^j:!, ^i^)--a)J" ' 



V-C^') ' ^"" ^k^« ^(^') ' 






i»'(V) 



•',2. -i*i' ,, , ,2, X*' 



I 

I 
I 

x(^) = * « ^)-* "»« 1^- 



Aucli ist es nicht schwer, die oben zitierten Hermite' sehen Formeln 
damit in Einklang zn bringen, wenn man in den fallen i) und 3) den 

a. a. 0. unter (V) und (VI) gegebenen Werten von xC^) "^ % ( ^x ) das 

Minuszeichen beifügt, und von den in den einzelnen Fallen statt- 
findenden Relsitionen Gebrauch macht: 

i> = Ä;'« = r«= I, ;fci-H'-t'r = tÄ;'-?r-*'r = o modS, 

mithin 

0*' = 0)**': 
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3) (y)^«»' =®' y (r)-=öJ« 

mithin 

5) (x)«» ="® > (r)==o'' ; 

mithin 

mithin 

Zugleich erhält man als Ergänzung der a. a. 0. Ton Hermite publi- 
zierten Formeln die Ausdrücke: 

3)4) -(|)«^"^(V==(X)"'^"^(^)^ 

3) 6) = (d"^*' ^1^ = 0)^*' ^ . 

Herr Weber hat die betreffenden Transformationsgleichungen in 
einer anderen Form abgeleitet^) und die Übereinstimmung mit Hermite 
konstatiert. Man überzeugt sich aber leicht, daß die reziproken Werte 
seiner Gleichungen lo) und ii), in denen abweichend von Hermite 

gesetzt ist, für Mg) resp. l{g) auf die Formeln führen: 



i) ElUpHsche Fwnktionen S. 87 und 107^ wo 

^«w, z[g] = /;(»), X,[«]=-/;(a)) und x, [?] = /(») 
geiohrieben ist. 
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wodurch die erwähnte Korrektion gerechtfertigt wird. Auch kann man 
eine Bestatigong durch die Yertauschung Ton 1^ und ^' erhalten, wenn 
man hjlylCyV durch T, — Z, — i', Tc ersetzt, wobei die Falle i) und 6) 
ineinander übergehen. Als Euriosum mf^ noch die Bem^kung Platz 
finden, daß die zum Falle 2) g^örige identische Substitution 

i = o, i=i, Ä' = — I, r=o oder ^=*|^' = i, q^q^e^'^y 

die Gleichung liefert: 



= K2six« 



X(2)=r2ä*xj(2) oder z[2] = Zj[«]- 



104. 
Wir wollen noch die Funktionen 

Zx[?*]-Zi[2]X,[?]=J'(-i)"2*^"-'^^' 



1 « 



1 14 1' 

transformieren, und schreiben zur Abkürzung: 



^i = r >"("/)'" * ' 
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Dann erhalt man die Gleichungen 

I) 2) 

a:i[«^]-(|)ciZx[«''] = (|)c»Zi[/], 

3) 4) 

Zi[<Z*] = (y)<iZi[2' ] = (-|)<iZi[2 ], 



«: 



5) 



Zi[2*] = «iZ, [«'*] = (!)«, ZiL«'*], 
Zi[«'] = 6iZi[i3'*]-(|)6,Z,[»V*], 

Zi[*«*]-<iZi[« ] = ciZi[«' ]; 

6) 

z,[«^]-(|)«iZi[»V^] = «.Zi[»V^], 

Zi[»2*] = <iZi[2' J = CiZi[2 ]• 

\_ 
Ebenso leicht ergibt sich für d'i=-2g*dj die Transformation der 

Größen 

1 j_ 1 ^ 

9(2) = 3'Ö,(2*), 9»(«)-T7=*(3'), 9)j(2) = 2 "öl (»■«*), 
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oder 



VbW 



Zs[2] ziM 



7 



Schreibt man 

so erhält man in den Fällen i) resp. 2): 

V W = (y)<i fPsC?') = (7-)ci (ff iq) , 

Man sieht, daß diese Gleichungen die nämliche Form haben, wie die im 

Vorstehenden abgeleiteten Ausdrücke, wenn man Xi[9'] durch <p{q), 

1 

ZiL?'] d^irct VtCs] ^^d 2i[*?'] durch (p^iq) ersetzt Da die übrigen 
Fälle sich genau ebenso yerhalten, so dürfen wir Von dem Hinschreiben 
der betreffenden Formeln absehen. 



105. 

Wenn den Integralmoduln x und x die Art. 94 eingeführten ellip- 
tischen Inyarianten g^ und g^ entsprechen, und man schreibt für die 
absolute Invariante 

ü? = j*, nebst der Diskriminante ^ = y^« lö-Ö-^® , 
so wird 
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In den Leipziger Berichten yom 31. Oktober 1889, S. ^:^2 ist femer 
gezeigt^ daß die drei Wurzeln der kubischen Gleichung 

4tr' = 3 jw + I 
durch 

nebst 



dargestellt werden, während 



2%% 

4«* 



Da die kubische Gleichung fOr z/ > o eine positive Wurzel y^ und zwei 
negative y y^ besitzt^ so hat sich die Verteilung der letzteren nach dem 
Vorzeichen von 

zu richten, welches mit dem von y^ — y übereinstimmen muß. 

Fragt man jetzt, wie die Modulftmktionen j y^ y y^ y^ linear trans- 
formiert werden, so findet man ohne Schwierigkeit: 

yiW = (p%-''^*+'^-*"'yi(«') , Ku) , 



mithin 



= (J)%«(.-*l-««'y^(g'), i(«), 



wahrend fOr die Wurzeln y y^ y^ die Gleichungen gelten: 

y»(3) = aiy»(«') = «iy(3') = aiy»(?') = «1^1(2') , 



FaUe 

2) 3) 4> 



^8(3) = hn^i) - *» y« («') = «ly («') = Ciy(3') , 

y$(8) = ^iy»(«') - *f Vt («') = Ciy« (2') = c^y^iq') , 



Fälle 
5) und 6) 
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nebet ' 

Für die Wurzeln der kubischen Resolvente 

«ndlich ergeben sich die einfeu^hen Transformationsformeln: 

I) 2) 3) 4) 5) 6) 
(l'-lfiyii(q') = lt. ^, k, ^u ^, ^, 

übrigens verlieren die hier entwickelten Gleichungen ihre Greltung, 
wenn man Ton anderen Werten der Invarianten g^ und g^ ausgeht, wie 
«olche z. B. in den Leipziger BeridUen, 1889, S. 93 oder S. 333 fOr den 

Übergang von q zu q^ , zu g^ und zu iq^ abgeleitet worden sind. 
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elliptischen Differentials du als Parameter ein, so erhält man ffir 

die Ikosaederwurzel den einfachen Ausdruck s — ; — , dem 

«■i(-5-,3*) 
man verschiedene Formen geben kann 195 

Art. 85. Anweisung zur Berechnung der eingehenden Ausdrücke aus du, für 

positive wie für negative Werte der Diskriminante 197 

Art. 86. Numerische Beispiele und Beihenentwickelungen 199 
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Anhang, Abschnitt lY. 

Kap. Till. Zur linearen Transformation der Tbetafnnktioneii und 

elliptischen Modulfunktionen« 

■^ Seite 

Art. 87. Die Formel 






t 

P 

IC 

enthält für p = n{k-\'lf)) = jr fr,, kV—W=i die lineare Transforma- 
tion der ersten Ordnung. Die Fälle q=^q und q' = — q 201 

Art. 88. Unterscheidung der sechs möglichen Fälle nach der geraden oder un- 
geraden Beschaffenheit von klk'V 203 

Art. 89. Ausdrücke für die achte Einheitswurzel c als Grenzwert mit Hilfe der 

sogenannten G au ß 'sehen Summen 204 

Art. 90. Die Theorie der letzteren gestattet die BiOduktion von c mittelst der 

l k 

Werte (-r-) und (-,-) 206 

k l 

Art. 91. Übersichtliche Zusammenstellung der Transformationsformeln für die 

koordinierten Thetafunktionen. Analytische Ausdrücke für den Wert 

k l 

des zahlentheoretischen Symbols (-j-) oder (-=-) 208 

l •■ k 

Art. 92. Relationen für die lineare Transformation der Modulfunktionen. Wenn 

l oder A; durch einen Faktor ^ teilbar ist, so kann man die Transfor- 

i 
mation von (p{q^) resp. 9(g[-'')au8 der Transformation für (p{q) ein- 
fach ableiten 211 

Art. 93. Transformationsgleichungen für die komplementären Module x und %\ 
so wie die glänzen Integrale K und K\ femer für sin qp, cos qp und ^fp^ 
wenn u, g, 9 in u\ q\ 9' übergehen 214 

Art. 94. Transformation der Funktionen Vi(^q) = {-^—) 1ä^<^- l^i© elliptischen 

Invarianten g^ und g^ nebst der absoluten Invariante a{q) = a{q') . . 216 
Art. 95. Die koordinierten Funktionen ^^{uq) nebst der Weierstraß*schen 

Funktion au. Die Modulfunktion %i{q)=J]{i — q^^) führt auf die 
Gleichung 

^q^'%,W = Cq'^^X,{q), C' = c 218 

Art. 96. Transformation der Kiep er tischen Fimktionen X^{uq) und ihrer Diffe- 
rentialquotienten X'(oq) 219 

Art. 97. Einführung der dritten Einheitswurzeln ip*^ und i/?**»'. welche im 
Faktor C auftreten. Definition durch den Grenzwert 

C = lim)/^*g'""""'T(-i)"3*^"^«^' 222 

Art. 98. Zurückführung dieses Grenzwertes auf die Theorie der Gau Ansehen 

Summen • 223 

Art. 99. Die Gau chy' sehe Methode der reziproken Fwnktioneii wird zur Trans- 
formation von %i{q) resp. zur Darstellung des Faktors C angewandt . 225 
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Art. 100. Neben Xi sind die Produkte 

;C=/7(i -«*'-'), «,=/7(H-ff*') und X,^JJii^q^^^h 

zu betracliten. Berechnung aus dem elliptiBchen DifferentiaL Zahl- 
reiche Relationen und Beihenentwickelungen f&r die Produkte j^ . . . 226 

Art. 10 1. Beziehungen zu den von Jacobi und Hermite eingeführten Aus- 
drücken fOr die Größen 

K=V(^)» fx'^Vd^) und \^=:X(1^), 

als Funktionen Ton q^e^''* betrachtet. Die Transfonnationsformeln 
von Hermite 229 

Axt. 102. Behufs Yergleichung mit den Resultaten Hermite* s werden für die 
Funktionen x[q]y Xilq]^ Zi [s] und Xti^] ^^ ^ ^®u F&llen i bis 6 
geltenden Transformationsgleichungen ToUst&ndig abgeleitet 230 

Art. 103. Bei der Zusammenstellung mit den für ^(^), ^(^) und x^^) gefun- 
denen Ausdrucken ergibt sich eine an den Hermite' sehen Formeln 
anzubringende Korrektion 233 

Art. 104. Lineare Transformation für die Funktionen 2i [? ' ]* Zi [? '] und Xi i*q ' ]« 
so wie für die Quotienten 

Art 105. Transformation der Modulfunktionen j y^ r rt 73 1 ^^ 
und y y, 7, die drei Wurzeln der kubischen Gleichung 

g ig 

4ifS»3jtr + i bedeuten, so daß i= — , ri='6?*Zi- 
Verhalten der Wurzeln Ii 2^ 2, der kubischen ResoWente 238 



Druckfehler. 
S. 33 Z. 4) V. o. statt (homogene^ lies symwteiriieke. 
S. 36 Z, 7 T. u, lies als p-te Polare. 
S. 39 Z. 13 V. o. statt N9, lies *i,flr* 
S.40 Z.S T. u, statt /,*- » Hob /;*-*• 
S. 12$ Z. 9 T. o. statt S. lies S, . 
S« 125 Z. 13 T. o. soll in der Mitte der Zeile stehen. 
S. 130 Z. 12 T. u. lies daß die Gleichung für f. 
S. 144 Z. I T. u. statt J" lies /.. . 
S. 14$ Z, Q V. u. lies /„ = Jlf = . 



^♦4 



Draokfehler und nachträgliche Bemerkungen. 249 

Druckfehler und nachträgliche Bemerkungen zu S. 61 und 225. 

S. 209 Z. 2 V. n. lies 1885, Bd. 6. 

S. 225 Z. 13 V. o. statt ytZi-^f liw tyr2;(-0". 

S. 240 Z. 6 y. 0. statt gi lies g^X. 

S. 242 Z. I V. u. statt x — i lies a: — 5 . 

S. 61 Z. 3 y. o. lese man zur Vereinfachung: 
„werden, so folgt zugleich 

und 

Mithin wird für /*= o : 

so wie für g = o : 

(P'x\-^2Q'x + R')yi=^±{Px*-h2Qx-hB)yV. 

Diese quadratischen Gleichungen ergehen sogleich die Wurzeln yon f und g, 
und zwar erhält man nach leichter Rechnung, wegen 

2e§'=PiJ'+P'Ä, 

und wenn a,ß hdiehige Faktoren bedeuten, für f—o: 

±aa-X')-a(§+e')-/J(iJ + 12') 



x^ 



±|Ja— r) + a(P + P')^-/J(e4-e')■ 



a;= 



Mit Rücksicht auf die doppelten Vorzeichen yon PQB oder P'Q'R' siad dadurch 
die yier Wurzeln yon f gegeben, während die Wurzeln yon g den analogen Ausdruck 
liefern : 

_±aa-r)yi r^a{Qyr -{-Qyi)- ß(Ryv-^iiy l) ^ 
±ßa-x')y}r-^a{pyx'-\-pyt)-\-ß{Q}/v-\-Qy'i) ' 

Selbstyerständlich dürfen in diesen Formeln neben; TA" die Radikale PP'P", QQ'Q'\ 
BB'R" zyklisch yertauscht werden. Auch ist es nicht ohne Interesse, die Überein- 
stimmung mit der Art. 26 entwickelten Form yon y' für g{y') — o zu verifizieren." 

(Fortsetzung S. 62.) 

S. 225 Z. 7 y. u. schalte man zur Erläuterung ein: 

„Unter ausdrücklicher Voraussetzung der ungestörten Konvergenz beim Wachsen von 
m erhält man nicht allein 

OD fn 00 

yx^f{nx)==yt\im^ J^te'^'^Ut 






= l/fUm / <pt . , ^ — dt=yt>,(p(nt). 



•u---*«l 



Weitere Draolrfehler tmd Bemerkungen. 951 

Weitere Druckfehler und Bemerkungen. 

S. 13 Z. 10 V. u. Btatt — liee —=1^, . 

S. 17 Z. 17 ▼. o. statt Im Allgemeinen lieg Allgemein wird. 

S. 17 Z. 2 V. u. statt Q^'f lies ^~/'. 

8. 36 Z. 10 u. II V, n. unrichtige Klammem, lies [{x — y)^yf'\p usw. 

S. 60 Z. 3 V. u. lies f— 0,^ = und ä = o . 

S. 98 Z. 12 y. u. statt 8. 140/ 1 lies 8. 54of. 

8. 126 Z.2 V. 0. statt \sG^)Ex lies isC^E)x. 

8. 136 Z. I y. 0. lies eine lineare Gleichung. 

8. 183 Z. 12 y. 0. lies bezeichnen. 

8.186 Z.2 y. 0. lies ( ^ ~ ' ) . 

(»«+i)-V (-'"+i)t- 

e e 

8. 2cx> Z. 7 V. o. statt T lies 



c ^ e ^ 

8. 202 unten einzuschalten: Für k-\-V^o endlich gehen g und q' durch die 
lineare 8ubstitution ineinander über. 

na kni n Vni 

8. 204 Z. 10 y. u. statt g = e ' ' , «'= '" ' , 

_ na kni n Vni 

ües q^e ' ~^, g'=« '^"*"~^. 
8. 219 Z. 6 y. 0. fehlt: 

mithin auch l/— «"»"^xC^«, g»)=xCg'»^i(V«,5'*), 

und ]/|-^.(f,«^) = ^<^i(y,ff'^), 

8. 224 Z. 2 y. u. statt im Art. 10 lies im yorhergehenden Artikel. 

OD 

8. 249 Z. I y. u. lies j . 



— OB 



8. 250 Z. 4 y. u. statt — lies — • 

r 2r 

Der 8chluß des Art. 84 kann yon 8. 196 Z. 4 y. o. ab die folgende pr&zisere 

Fassung erhalten: 

-« «^ 
Es ist dann leicht, den zugehörigen Wert des Modulargumenta q^e zu 

berechnen, wo M und M' die beiden Gauß* sehen arithmetisch-geometrischen Mittel 

zwischen den Grüßen 

m und n resp. m und n' = yin' — n* 

bezeichnen. Bedient man sich hierzu der schon 8. 99 benutzten Hilfsgrüßen 

i-ig^, i.-ig(i+^)+:i--ig*=ig^. 



Soheibner, Beiträge cur Theorie der linearen Transformationen' 
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fo erhält man 



4m 

Man kann dann mittelst Einfühlung der Werte 

WO Q einen yon q abhängigen Faktor bedeutet^, der Gleichung 

entsprechend, die Ausdrücke von g^^ g^, J und o als Funktionen von q entwickeb. 

Es bleibt nun das Verdienst Felix Kleines, auch die Wurzel der Ikosaeder- 
gleichung durch elliptische Modulfunktionen bestimmt zu haben, und zwar ergibt 
sich der überraschend einfache Ausdruck 



^i(^,«^)' 



M , , . jt 



oder nach der Bezeichnung des Herrn Klein, für Ä=« :^^ und «#'+ a cos — («+«')— i : 

Jn. 5 

,._ -fl,iÄM!l nebst _- L — aT^ii^^^iil!).«) 

(Folgt Art. 85.) 



i) Ändert man q um den Faktor yY^o und schreibt dazu: 

G^ = i5(5y*-ioy + i), G^» = -i8ooy», 

JI« = 6o«(i-ß)y«, ^«I5'(4y)", 

so erfüllen diese Werte die Gleichung der Ikosaederresolvente in der Form 

(5//«--ioy + i)»+i2»oy*«o, 
oder 



5y + — =10- 12 yoy*. 
Bemerkenswert erscheint die Entwicklung nach den Potenzen von q^ wobei neben 

hervorgeht : 

Für A: + I'='0 erhält man dorch Tettaoschung von q und q': 

Vsg'' 

Vielleicht lassen sich auch diese Entwicklungen als Quotienten einfacher Thetafank- 
tionen darstellen, wie dies für s' durch Herrn Klein geschehen ist. 
2) Ikoeaeder S. 132 und Mathem, Äimalen Bd. 61, S. 560. 
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